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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

(a) Welche Bedingungen miissen fiir eine Funktion F,(x) gelten, damit es sich um eine
Verteilungsfunktion handelt? Eine Verteilungsfunktion muss monoton steigend sein
(1 P) und ist begrenzt von lim Fy(z) =0 bis lim Fy(z) = 1. (1P)
T——00 r——+00

(b) Geben Sie den Zusammenhang zwischen einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
fz(x) und einer Verteilungsfunktion Fj(x) an.

fole)= S R(x)  (P)

bzw.

Fo(z) = / fodv  (1P)

V=—00

(c) Erkléren Sie den mathematischen Unterschied zwischen einem deterministischen Sig-
nal und einem stochastischen Signal.
FEin deterministisches Signal ist analytisch beschreibbar oder anderweitig eindeutig
definiert, wiahrend dies bei einem stochastischen Signal nicht der Fall ist. Es enthélt

zuféllige Komponenten, die durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. -dichten sowie

durch Korrelationsfunktionen beschrieben werden kénnen. (2 P)

(d) Was bedeutet Stationaritéit?
Stationaritdt bedeutet, dass die statistischen Eigenschaften des Zufallsprozesses sich

mit der Zeit nicht &ndern. (1P)

Gegeben ist folgende Funktion f(x):

%xz fuiro<z <1
fo(z) =432 +22 -1 firl<az<2
0 sonst

(e) Uberpriifen Sie rechnerisch, ob die Funktion f,(z) Bedingungen einer Wahrschein-
lichkeitsdichte erfiillt. Geben Sie dabei alle erforderlichen Bedingungen an und iiber-
priifen Sie diese.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

7fx(x)daf =1

—0o0
1
1 24
/556 /—fx +2x — 1)dx
0
1
6
=1

1

OD\U!

(2 P)

Die Funktion f,(x) ist nicht negativ, also es gilt f,(x) > 0 fir alle z € R (1P)

Unabhéngig von Threm Ergebnis in Aufgabenteil (e), nehmen Sie an, dass f,(x) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt.

(f) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fj(z) zur Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (4 P)

a3 firo<z <1 (1P)
1,3 1
Fu(a) = —sxd+a?—r+ 3 f?r1§x<2 (2 P)
1 fir o > 2 (0.5 P)
0 sonst (0.5 P)

(9) Berechnen Sie das erste Moment, das zweite Moment und das zweite zentrale Moment (7 P)
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(z).

o0

m) =m, = / x fo(x)dx

— 00
1 2
13

:/530 / x+2x—1 dx

0 1
_ 1.3l
8 24

17
= — 3P
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

T

—m?2 ~ 0.1597

(1P)
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben ist das folgende System mit reeller Impulsantwort hg(n) und einer reellen Kon-
stanten |e| < 1:

v(n) o——(P) 1 o d(n)

X |

€

Im Folgenden wird das System mit weilem Rauschen v(n) angeregt, dessen Wahrschein-
lichkeitsdichte gegeben ist durch:

fo(v)
v
0 7
(h) Um was fiir eine Verteilung handelt es sich bei f,(v)?
Bei dem Signal v(n) handelt es sich um gleichverteiltes weifles Rauschen. (1P)

(i) Bestimmen Sie den Mittelwert m, und die Varianz o2 des Eingangssignals v(n).

my = % =35 (1P)

7?-0 49
; =5 (P)
12 12

(j) Geben Sie die Autokorrelation und das Autoleistungsdichtespektrum des Eingangssig-
nals v(n) an.

Sop(K) = [my|*> + 02 - y0(r) (1 P)

Syo(€?Y) = 21|m, |2 - Z 50(Q —v271) + 02 (1 P)

V=—00

Fiir die folgenden Aufgaben gilt fiir die Konstanten ¢ = —0.5, 62 = 1 und m, = 0,
sowie die Bedingung, dass die Impulsantwort des Systems durch ho(n) = (—0.5)" - v_1(n)
beschrieben werden kann.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

(k) Geben Sie die Autokorrelation des Ausgangs Syq(k) fiir £ > 0 an. (7P)
Hinweis: Nutzen Sie die Eigenschaft, dass die Autokorrelation des Ausgangssignals
proportional zur Autokorrelation der Impulsantwort des Systems ist.

Z n—z

Sad(k E{d n)d(n + k }

e )

o0 o0

> Y ko) holy) - E{v(n —iju(n + 5~ )}

1=—00 J=—00

@

o0

= i > ho(i) - ho(j) - Svu(k — j + 1)

1=—00 j=—00

= 3 holi)-h(i) o2 dol— G+ 1)
—Zho “ho(i+r) (1P)
=) (-0.5)"- (-0.5)" (1 P)

= (—0.5)“%((—0.5)2)1' (1P)

= (—0.5)“%(0.25)@' (1P)

Die Summe ist eine geometrische Reihe:

L4
3

(e.¢]

; 1
Z’]”Z = = =
- I—r 1-025
1=0

Damit ergibt sich fiir die Autokorrelation:

(2P)

2 o5 (P

Sad(k) = 3

(1) Geben Sie die Autokorrelation des Ausgangs Sgq(r) fiir k € Z an. (1P)

Saa(k) = 5 - (=0.5)" (1 P)

[OUN RIS
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Aufgabe 2 (34 Punkte)

Aufgabe 2 (34 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Ein diskretes System wird mit folgendem Eingangssign v(n) angeregt:

v(n)

v(n) = 1 ,0<n<5
] 0 , sonst

Die Impulsantwort ho(n) des Systems, ist durch folgende Gleichung gegeben:

1 1 1 1
—vo(n—1) — =701 —2) — ~vo(n —3) — =70(n —4) — —~0(n —
ho(n) =0(n —1) = 50(n = 2) = 190(n = 3) = 270(n — 4) = 7=0(n = 5)
(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(z).
0.5 Punkte pro richtigem Term.

H(z) = s e ety
GO =vn=% ~3° ~1F "% "%

(b) Zeichnen Sie den zu obigem System gehorigen Signalflussgrafen.
1.5 Punkte fiir richtige Beschriftung/Formrichtigkeit des Signalflussgrafen.
1 Punkte pro richtige Umsetzung der Terme aus ho(n).

v(n) 271 R 2

(c) Wie viele Eingénge L, Ausgdnge M und Zusténde N hat das System?

Zustinde N =5
Eingénge L =1
Ausginge M =1

Signale und Systeme IT
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Aufgabe 2 (34 Punkte)

(d) Besitzt das System einen direkten Durchgriff? Begriinden Sie!
Nein, das System besitzt keinen direkten Durchgriff, da in der Impulsantwort ~o(n)
nicht existiert, also der aktuelle Eingang nicht direkt auf den Ausgang wirkt.

(e) Welcher Wert ist am Ausgang zu den Zeitpunkten n = 0, n = 2 sowie n = 6 zu
beobachten,wenn es mit dem obigen Signal v(n) angeregt wird? Berechnen Sie!

y(n) = v(n—1) — %v(n _9)— %;(n _3)— év(n _4)— %v(n _5)

1 Punkte pro korrektem Ergebnis.

(0) = v(=1) ~5 0(=2) 7 0(=3) 5 v(~4) ~ - u(=5) =0

0 0 0 0 0
1 1 1
y(2) =v(1) == v(0) == v(—1) =~ v(=2) ——v(=3) = 0.5
“’ 2—2 4 8 16
1 1 0 0 0
1 1 1 1
y(6) = v(5) =z v(4) == v(3) =z v(2) —— v(1) = —0.9375
22 A 8 16—<
0 1 1 1 1

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Im Folgenden ist ein lineares, zeitinvariantes, durchgriffsfreies System in der Zustand-
sraumdarstellung gegeben durch die Systemmatrix A, den Eingangsvektor b, sowie den
Ausgangsvektor ¢ und den Durchgriff d.

05 2 0 0.5
A=1] 0 04 1|, b=1] 0 |, c:[—1o 0l, d=0
0 0 03 1

(f) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(z) des Systems.
1 Punkt fiir folgende Gleichung:

H(z)=c(zI—A) 'b+d

5 Punkt fiir (2 — A)™.
1 Punkt fiir Aufstellen 21 — A.
1 Punkt fiir det(zI — A).
3 Punkt fiir richtiges Ergebnis der Inversen.

1 2 2
o z—0.5 (z70.5)1(z70.4) (270.5)(,2710.4)(,270.3)
(I -A) = 0 z—04 (z70.4)1(270.3)
0

z—0.3

(1P)

3 P)

(9.5 P)

1.5 Punkte fiir korrektes 1osen ¢ (2 — A)™" (0.5 pro korrektem Term in Ergebnis Vektor).

_ 1 2 2
c(zl —A) b= [ T 2-05 (2—0.5)(2—0.4) ~ (2—0.5)(2—0.4)(2—0.3)

Signale und Systeme 11 7



Aufgabe 2 (34 Punkte)

2 Punkte fiir korrektes losen ¢ (21 — A)~ " b.

c(zI —A) b= (- 05)(z—04)(2 - 0.3)  2(z - 0.5)

(g9) Ist das gegebene System stabil? Begriinden Sie!
Das gegebene System ist stabil, da alle Pole innerhalb des Einheitskreises liegen.

(h) Bestimmen Sie die Differenzengleichung des gegebenen System.
H(z) auf gemeinsamen Nenner bringen: 1 Punkt

9 1
H(z) = - (2 —0.5)(2 — 0.4)(2 — 0.3)  2(z — 0.5)
 —2-0.5(2 — 0.4)(z — 0.3)

(2 —0.5)(z —0.4)(z — 0.3)

Ausmultiplizieren und zusammenfassen der Terme: 3 Punkte

—2.06 + 0.352 — 0.522
23 —1.2224+0.472 — 0.06

H(z)=

Teilen durch 2z3: 1 Punkt
—2.06273 4+ 0.35272 — 0.527¢

H =
(3) = T o T 104722 — 00652
Mit v
z
H =
(2) Vi)

ergibt sich: 1 Punkt

(—2.06272 +0.35272 =052 )V (2) = (1 — 1.2 +0.47272 — 0.06272)Y (2)
Transformieren in den Zeitbereich: 2 Punkte
—2.06v(n—3)40.35v(n—2)—0.5v(n—1) = y(n)—1.2y(n—1)+0.47y(n—2)—0.06y(n—3)
Daraus resultiert die Differenzengleichung: 1 Punkt

y(n) = 1.2y(n—1)—0.47y(n—2)40.06y(n—3)—2.06v(n—3)+0.35v(n—2) —0.5v(n—1)

Signale und Systeme IT 8



Aufgabe 3 (33 Punkte)

Aufgabe 3 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 2 und Teil 3 geldst werden.

(a)

(b)

(c)

Was wird unter einer linearen Modulation eines diskreten Signals verstanden? Nen-
nen Sie zwei typische Anwendungsgriinde fiir die Modulation eines Signals.

Bei einer linearen Modulation wird ein Nutzsignal durch Multiplikation mit einem
Triagersignal spektral verschoben. (1P)

Typische Anwendungsgriinde sind z.B. die Anpassung an einen vorgegebenen Kanal,
die gleichzeitige Ubertragung mehrerer Signale in unterschiedlichen Frequenzbéndern
oder die Trennung von Nutz- und Stéranteilen im Frequenzbereich. (1P)

Erldutern Sie den Unterschied zwischen einer Zweiseitenbandmodulation und ein-
er Einseitenbandmodulation. Welche der beiden Modulationsarten benotigt weniger
Bandbreite und warum?

Bei der Zweiseitenbandmodulation wird das Nutzspektrum durch Multiplikation mit
einem Kosinus sowohl auf die positive als auch auf die negative Trégerfrequenz ver-
schoben. Dadurch liegen beide Seitenbander vor. (1P)

Bei der Einseitenbandmodulation wird nach der Modulation ein Seitenband durch
geeignete Filterung unterdriickt. (1P)

Die Einseitenbandmodulation benétigt weniger Bandbreite, da nur eines der beiden
redundanten Seitenbander iibertragen wird. (1P)

Worin unterscheiden sich Amplitudenmodulation und Winkelmodulation hinsichtlich
der Storanfilligkeit und der benotigten Bandbreite? Nennen Sie jeweils einen Vorteil.

Amplitudenmodulation ist vergleichsweise einfach zu realisieren und bendétigt meist
eine kleinere Bandbreite. (1P)

Winkelmodulation ist aufwéndiger und benétigt im Allgemeinen mehr Bandbreite,
kann aber nach der Demodulation ein besseres Signal-zu-Geradusch-Verhéltnis erzie-
len. (1P)

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und Teil 3 gelost werden.

Gegeben sei das in Abb. 1 dargestellte, bandbegrenzte diskrete Signal z:(n) o—e X (ejQ).
Fir das Signal gilt 0 < ©Q, < Qp und Q7 + €, < 7. Das Signal soll zunéchst mittels
Zweiseitenbandmodulation mit dem Trégersignal c(n) = 2 cos({2rn) iibertragen werden.

(d)

Bestimmen Sie den mathematischen Ausdruck fir X (ejQ) im Bereich — 71 < Q<
und geben Sie an, wie dieser Ausdruck fir die DTFT auflerhalb dieses Bereiches
fortgesetzt wird.

Signale und Systeme IT 9
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Aufgabe 3 (33 Punkte)

. _q,
Abbildung 1: Spektrum des Nutzsignals X (e/).

Im Bereich —7 < Q < 7 gilt
_ 12
ey = {20, o< 0
0, Q, <|Q| <.

(2 P) Funktion und Symmetrie
Das Spektrum der DTFT wird auflerhalb des Bereiches —7 < ) < 7 periodisch mit

der Periode 27 fortgesetzt. (1P)
(e) Berechnen Sie das Spektrum Y (e/®!) des modulierten Signals y(n) = z(n)c(n). (4 P)
Skizzieren Sie Y(ejQ) im Bereich —m < Q < 7 und beschriften Sie alle relevan-
ten Frequenzen und Amplituden.
y(n) = 2z(n) cos(Q2rn) (0.5 P)
V(7)) = X(JO701)) 4 X (SO (2 P)
Da der Faktor 2 im Trégersignal den Faktor % der Kosinusmodulation gerade kom-
pensiert, besitzen die verschobenen Spektren dieselbe Amplitude wie X (ej Q) (0.5 P)

1 P fiir Skizze: 0.25 P Achsensystem, 0.25 P Lage bei +£Qr, 0.25 P Bandgrenzen
+Qr1 £+ Q,, 0.25 P Amplitude.

Y (e7)

23 — Lg3—-
Lys—

203 + Lg3—-

Ty — Iy A
=0

205 + Ig5 A

Signale und Systeme IT 10



Aufgabe 3 (33 Punkte)

Der zur Verfiigung stehende Kanal besitzt nun lediglich den in Abb. 2 dargestellten Durch-
lassbereich. Der Kanal ist im Durchlassbereich ideal und auflerhalb des Durchlassbereiches
vollstandig sperrend. Auflerdem gilt Qx = Q1 mit 0 < Qg < 7. Die diskrete Kreisfrequenz
ist dabei 2m-periodisch.

HK(ejQ)
,,,,,,,, et
| 0
0 2
| =2 3 o
oo+ LS
= &

Abbildung 2: Einseitiger Durchlassbereich des Kanals fiir die positive und negative Fre-
quenzachse.

(f) Welchen Einfluss hat der Kanal Hy(e/?) auf das ZSB-modulierte Signal Y (e/?)?
Kann z(n) aus dem Empfangssignal weiterhin rekonstruiert werden? Erldutern Sie
und nennen Sie den wesentlichen Nachteil der ZSB-Modulation fiir diesen Kanal.

Der Kanal ldsst auf der positiven Frequenzachse nur das untere Seitenband Qp—€Q, <

Q) < Qp durch und unterdriickt das obere Seitenband Q1 < Q < Qp + Q,; auf der

negativen Frequenzachse gilt das symmetrische Gegenstiick. (0.5 P)

Da reelle Signale konjugiert-symmetrische Spektren besitzen, enthélt das verbleibende
Seitenband die vollstdndige Information. Eine Rekonstruktion durch kohdrente De-

modulation mit 2 cos(£21n) und anschliefende Tiefpassfilterung ist weiterhin moglich.

(1 P)
Nachteil: Die ZSB-Modulation belegt die doppelte Kanalbreite (29, statt €, ); das
obere Seitenband wird vollstédndig verschwendet. (0.5 P)

(9) Entwickeln Sie eine bandbreiteneffiziente Sender- und Empfiangerstruktur, die den
Kanal H/(e/®?) vollstandig ausnutzt und dabei nur ein Seitenband sendet. Geben
Sie die bendtigten Filter im Frequenzbereich an und zeigen Sie rechnerisch, dass am
Ausgang wieder X (ejQ) entsteht. Gehen Sie von idealen Filtern und einem idealen
Kanal im Durchlassbereich aus.

Eine geeignete Losung ist eine Einseitenbandiibertragung. Zunéchst wird mit 2 cos(Q2n)
moduliert. Anschlieflend wird auf der positiven Frequenzachse das untere Seitenband

und auf der negativen Frequenzachse das dazu symmetrische Seitenband ausgewéhlt.
(1P)

Signale und Systeme IT 11
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Aufgabe 3 (33 Punkte)

Der sendeseitige Filter kann z.B. als

L, Qp -0, <0<y
Hs(e™) =31, —Qr<Q<—-Qpr+Q,

0, sonst

gewahlt werden. (1P)
Damit ergibt sich nach Modulation, Filterung und Kanal

R(697) = Ko@) 4 K (e H97)),

wobei Xpos(€7?) die positiven und Xpeg(e’?) die negativen Frequenzanteile des

Nutzsignals beschreibt. (1.5 P)
Empfangsseitig erfolgt eine kohérente Demodulation mit 2 cos(2pn). Dadurch entste-
ht

Z(€%) = X (') 4 Xpog(e?F72)) 4 X s (€7 F207))

(1.5 P)
Die Anteile um +2Q1 werden durch einen idealen Tiefpass entfernt:
. 1, 19 <Q
Hoyp (/%) = { =8
0, sonst.

Somit gilt fiir das rekonstruierte Signal X (e/?) = Z(e/})Hrp(e’?) = X (7).
(1 P)

Teil 3  Dieser Aufgabenteil kann unabhangig von Teil 1 und Teil 2 gelost werden.

Gegeben ist das kontinuierliche winkelfrequenzmodulierte Signal

t

cr(t) = ércos (27Tth + kFMQﬂ'/ v(T)dT> .

=—00

Fiir das Nutzsignal gelte

2V, Os<t<l1s
-1V, 1s<t<3s
v(t)=4¢0V, 3s<t<ds
1V, 4s <t <6s

0, sonst.

(h) Bestimmen Sie die Momentanphase ®1(t) fiir alle ¢ € R. Achten Sie auf einen steti-
gen Verlauf der Phase.
Hinweis: Bei der Fallunterscheidung ist auch das korrekte Verwenden der zugehori-
gen Einheiten notwendig, da diese mit bewertet werden.

Es gilt

B (1) = 27 frk + kpng2m /t o(r)ydr.  (1P)

T=—00

Signale und Systeme IT 12
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Aufgabe 3 (33 Punkte)

Damit folgt

0Vs, t<0s
2V, Os<t<l1s
3Vs—1Vt 1s<t<3s
O (t) = 2w frt + kpm2m ’ -
r(t) fr M 0 Vs, 3s<t<4s
—4Vs+1Vt, 4s<t<6s
2 Vs, t>6s.

(3 P)

(i) Leiten Sie die Momentan-Kreisfrequenz Q7(¢) des Signals c¢p(t) her und geben Sie
die maximale Abweichung von der Trager-Kreisfrequenz an.

_ddp(t)
S dt
=27 fr + kpm2mo(t).

Qr(t)

(2 P)
Die maximale Abweichung von der Trager-Kreisfrequenz ist

AQmax = kpm2m -2V,

(1P)

i) Erklaren Sie, welcher Verarbeitungsschritt gedndert werden muss, um aus der Fre-
g g
quenzmodulation eine Phasenmodulation zu erhalten.

Bei der Frequenzmodulation wird das Nutzsignal vor der Phasenmodulation integri-

ert. (1P)
Fiir eine Phasenmodulation wird dieser Integrierer vor der Modulation entfernt, so-
dass das Nutzsignal direkt die Phase beeinflusst. (1P)

(k) Bewerten Sie fiir einen stark amplitudengestorten, aber ausreichend breitbandigen
Kanal, ob eher eine AM- oder eine FM-Ubertragung geeignet ist. Begriinden Sie Ihre
Entscheidung kurz.

Bei stark amplitudengestortem Kanal ist eine FM- bzw. allgemeiner eine Winkelmod-
ulation geeigneter, da die Information nicht in der Amplitude, sondern in der Mo-
mentanfrequenz bzw. Phase liegt. (1P)

Die Voraussetzung ist, dass geniigend Bandbreite vorhanden ist und der Kanal ober-
halb der FM-Schwelle betrieben wird. (1P)
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3 P)

(2 P)



Dies ist eine leere Seite.



