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Reaktionen auf Elementarsignale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Allgemeine Eingangs-/Ausgangsbeschreibungen — Teil 1

Kontinuierliche Signale:

v(t) = Vio(t—1) y(t) = Vho(t,7) = Vho(t—r1)
o(t) = VOi(t—7) > Anrequngs. y(t) = Vhoi(t,r) = Vh_ i(t—7)
’U(t) _ Vejwot zeitpunkt y(t) _ VH(]wo) engt
v(t) = Vel y(t) = V H(sp)e®™!
Kontinuierliche v(...) y(...)
Elementarsignale — 5 [ Falls zusitzlich
Verschiebungsinvarianz
linear gllt'
Diskrete Signale: l
v(in) = Vyo(n—k) y(n) = Vho(n,k) = Vho(n—k)
v(in) = V~y_i1(n—k) yn) = Vh_1(n,kg) = Vh_1(n—k)
v(n) = V edfton y(n) = VH(ejQU) eIStom
v(n) = V()" y(n) =V H(z) (20)"
Diskrete
Elementarsignale
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Reaktionen auf Elementarsignale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Allgemeine Eingangs-/Ausgangsbeschreibungen — Teil 2

Bezeichnungen:
Q Impulsantwort: ho(t), ho(n)
Q Sprungantwort: h_1(t), h_1(n)
0 Frequenzgang: H(jw), H(e’)

Q Ubertragungsfunktion: H(s), H(z)
Anmerkung:

O Exponentialsignale werden durch lineare, zeitinvariante Systeme (bzw. allgemeiner , lineare,
verschiebungsinvariante Systeme”) reproduziert. Es andert sich lediglich der Betrag und die Phase.
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Allgemeines

Signalzerlegung:

0 Allgemeine Signale v(...) lassen sich darstellen als Linearkombinationen (= Summen) von Elementarsignalen.

0 Da der Uberlagerungssatz fir lineare Systeme gilt, kann die Reaktion auf eine Summe einzelner Signale durch die
Summe der Einzelreaktionen bestimmt werden.

Q Mit Hilfe der Impulsantworten o (t) bzw. fio(72) kénnen solche Reaktionen auf beliebige Signale relativ einfach
berechnet werden (nachste Folie).

Bemerkungen:

Q H(s) bzw. H(z) stammen i.A. aus dem Ergebnis einer theoretischen Analyse.

0 H(jw) bzw. H (e’**) kénnen entweder aus H(s) bzw. H(z) berechnet werden oder messtechnisch erfasst werden.
Hierzu beobachtet/misst man das Eingangs- und das Ausgangsspektrum eines Systems und bestimmt dann
H(..) =Y () /V(.wr).

Q ho(...), h—1(...) kdnnen entweder aus den Frequenzgingen oder Ubertragungsfunktionen bestimmt werden oder
konnen wieder messtechnisch erfasst werden. Hierzu gibt es zahlreiche Messmethoden (Details hierzu z.B. in der
Vorlesung ,Signale und Systeme — Teil 2°).
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe der Impulsantwort

Uberlagerungssatz fiir Impulsfunktionen bzw. -folgen:

Aufgrund der Linearitit kann der Uberlagerungssatz angewendet werden. Fiir ...

Q ... kontinuierliche Signale und Q ... diskrete Signale und Systeme
Systeme gilt dann: gilt dann:
oo
o0
u(t) = / o(7) do(t — ) d7 v(n) = Z v(k)vo(n — K)
... Systemantwort auf gewichtete Impulse ... ... Systemantwort auf gewichtete Impulse ...
y(t) = / o(7) ho(t, ) dr yin) = D v(k)ho(n,x)
— R=—0C
... Verschiebungsinvarianz ... ... Verschiebungsinvarianz ...
o0 o0
= / v(7) ho(t — 7)dr = Z v(k) ho(n — k)
K=—0C
T=—0C
... Definition einer kontinuierlichen Faltung ... ... Definition einer diskreten Faltung ...
= w(t) * ho(t). = wv(n) * ho(n).

Lineare, verschiebungsinvariante Systeme falten das Eingangssignal mit der Impulsantwort!
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe der Sprungantwort — Teil 1

Uberlagerungssatz fiir Sprungfunktionen bzw. —folgen — Teil 1:

Aufgrund der Linearitit kann der Uberlagerungssatz angewendet werden. Man vergleiche hierbei die Uberlegungen aus
dem Abschnitt ,,Zerlegung in Elementarsignale”. Fir ...

Q ... kontinuierliche Signale und Systeme gilt dann:

o(t) = / d;f:) 5 1(t— ) dr + v(—00) 6_1(t — (—0))

... Systemantwort auf gewichtete Sprungfunktionen ...
o0

y(t) = / () hr(t,7) dr + v(—00) b1 (£, —00)

T=—00

... Verschiebungsinvarianz ...
o0

_ / () hr(t — 7) dr + v(—00) h_1 (00)
T=—00
... Definition einer kontinuierlichen Faltung einsetzen ...

= 0(t) * h_1(t) + v(—00) h_1(0).
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe der Sprungantwort — Teil 2

Uberlagerungssatsz fiir Sprungfunktionen bzw. —folgen — Teil 2:

Q ... diskrete Signale und Systeme gilt dann:

... Zerlegung gemdf3 des Abschnitts ,,Zerlegung in Elementarsignale” ...

- /_\tigm)

o) = 3 (k) —v(k—1) 31 (n — K) +v(—00) 7_1 (1 — (—00))

R=—0C

... Systemantwort auf gewichtete Sprungfolgen ...

y(n) = Z Av(k) h—1(n, k) + v(—00) h_1(n, —c0)

R=—0C

... Verschiebungsinvarianz ...

= Z Afu(m) h_l(n — k) + ’U(—OO) h_l(oo)

KR=—0C
... Definition einer kontinuierlichen Faltung einsetzen ...

= Awv(n) * h_1(n) + v(—o0) h_1(00).

Offenbar ist die Faltung die zentrale Operation von linearen, verschiebungsinvarianten (LTI) Systemen.

LTI-Systeme (linear time-invariant systems) werden oft kurz nur lineare Filter genannt.
Unter linearer Filterung versteht man daher auch die lineare Faltung!
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe der Ubertragungsfunktionen

Uberlagerung von allgemeinen Exponentialfunktionen:

Setzt man — wie bereits zuvor — Zeit- bzw. Verschiebungsinvarianz voraus, so kann man aufgrund des Uberlagerungssatzes und
der Eigenschaft, dass Exponentialfunktionen Eigenfunktionen von linearen, verschiebungsinvarianten Systemen sind, fir ...

Q ... kontinuierliche Signale und Systeme Q ... diskrete Signale und Systeme
herleiten: herleiten:
17 1 d
v(t) = 5 / V(s)eds v(n) = 5 Viz) 2" ?Z
s =0+ jw,
... Reaktion auf V e*t ist H(s) V e*" ... ... Reaktion auf V =" ist H(z)V 2" ...
1 T y 1 n a2
= 8 = — Qo H(ZV —
O, / H(s)V(s) e ds yn) = 5 PHEV() "
s =0+ jw,
... Definition der Riicktransf. beachten ... ... Definition der Riicktransf. beachten ...
- ﬁ_l{V(s) H(s)}. = 2V H(z) .
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe des Frequenzganges — Teil 1

Uberlagerung von harmonischen Exponentialfunktionen — Teil 1:

Analog zu den Uberlegungen fiir allgemeine Exponentialfunktionen findet man fir harmonische Exponentialfunktionen
(= Eigenfunktionen von LTI-Systemen) fir ...

Q ... kontinuierliche Signale und Systeme: Q ... diskrete Signale und Systeme:
v(t) = 1 V(jw) e dw vin) = L V() 79 dQ)
2T 27
W=—00 Q=—m
... Reaktion auf V /%! ist H(jw) V e?** ... .. Reaktion auf V ¢'" jst H(e7?) V I .,
Y ) 1 7 . . .
y(t) = o | H(w)V(jw) e do yn) = o [ H (7 V(') & dQ
T T
Ww=—200 Q=—m
... Definition der Riicktransf. beachten ... ... Definition der Riicktransf. beachten ...
= FV(w) Hw) . = FHVE HE)}.

Damit die harmonischen Exponentialfunktionen auch Eigenfunktionen von Systemen sind, miissen diese — wie auch zuvor —
sowohl linear als auch verschiebungsinvariant sein!
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe des Frequenzganges — Teil 2

Uberlagerung von harmonischen Exponentialfunktionen — Teil 2:

Fordert man zusatzlich von den Eingangssignalen, dass diese periodisch sein sollen, so kann man mit Hilfe des
Frequenzgangs und der

Q Fourier-Reihenentwicklung folgenden Q Diskreten Fourier-Transformation folgenden
Zusammenhang finden: Zusammenhang finden:
o’} , 1 M—1
_ JuEt = Jsin
v(t) = Z ¢, e’MT v(n) = MZVM(“) e
p=—00 pn=0
... Reaktion auf V ¢/ ! jst H(j,ug%) Velr#t .. .. Reaktion auf V eI ist H(e/H3T )V eIH37
> 27T : QWf 1 M—1 .9 .
y(t) = Z H (j,u?> c ettt y(n) = MZH (BJHM) Vg (1) €77
H=—00 =0
... Definition der Riicktransf. beachten ...
- IDFT{VM(M) H(ewi—?)}.
Reihenentwicklung fiir y(t) mit cf}’) =c, H(j Juzg)!
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe des Frequenzganges — Teil 3

Bemerkungen — Teil 1:

Q Vergleicht man die Fourier-Reihenentwicklung des Systemeingangs mit der des Systemausgangs, so erhalt man
2T Y
H(jp—) = 2.
(jﬂ T ) Cp
0 Ahnliches gilt fiir die inversen Diskreten Fourier-Transformationen. Man erhilt
g (i) = Tl
Vi (p)

0 Das gleiche gilt ganz allgemein: Wenn als Eingangssignal v(t) = V e/t bzw.v(n) = V e/**" an einem linearen,
verschiebungsinvarianten System anliegt, dann erhalt man am Ausgang des Systems

y(t) = H(jw)V /¥t = Y elwol
——
Y
bzw. v
y(n) = H(eH0)V dhon = vy eifhon,

Da heilt, es gilt stets H(...) = Y /V mit den komplexen AmplitudenV und Y.

1 .
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Reaktionen auf beliebige Signale
Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel

Beschreibung mit Hilfe des Frequenzganges — Teil 4

Bemerkungen — Teil 2:
QO Weiterhin gelten natirlich auch folgende Beziehungen fir kontinuierliche Signale

o(t) = L7H{V(s)},
y(t) = LTHY(s)},
bzw. fur diskrete Signale
v(n) = Z Y{V(2)},
yin) = 27H{Y(2)}.

Auch damit erhalt man dann

_Y(s)  L{y(t)}

HE) = v6) = Zfom)
bzw
Hezy = Y _ 2l

Vi(z) Z{'U('n,)}
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (kontinuierlich)

Ubersicht iiber die Zusammenhdinge fiir kontinuierliche Systeme:

> H(jw) =7
Sprungantwort H(s) = ?
h_i(t)=7
A Frequenzgang,
hoi(t) =7 Ubertragungsfunktion
hoi(t) =7
2N < L
ho(t) = 7 ho(t)
ho(t) =7
| | > H(jw) = ?
H(s)=7
Impulsantwort
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (diskret)

Ubersicht iiber die Zusammenhdiinge fiir diskrete Systeme:

> H(e9) =7

Sprungantwort H(z)=7"

— 7
h-1(n) =1 Frequenzgang,
h_i(n)=7 <::‘ Ubertragungsfunktion

hot(n) =7 ~
=N <_=
ho(n) =7 fole)
ho(n) =7
H(z)=7"
Impulsantwort
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 1

Allgemeines:

Q Offenbar kann das Ausgangssignal y(...) aus dem Eingangssignal v(...) mit Hilfe jeder der zuvor genannten
SystemkenngrofRen bestimmt werden.

Q Als Schlussfolgerung ergibt sich, dass die einzelnen SystemkenngréfSen nicht unabhdngig voneinander sein kdnnen.

Es misste moglich sein, die einzelnen KenngroRen ineinander zu Gberfihren.

Herleitung — Teil 1:

Bei den Uberlegungen des Abschnitt ,,Elementarsignale” wurde die Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion bzw.
Impulsfolge eingefiihrt. Es gilt fir ...

Q ... kontinuierliche Signale: Q ... fur diskrete Signale:
v(t) = / v(T) o(t — 7) dr. v(n) = Z v(K) Yo(n — K).

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 2

Herleitung — Teil 2:

Dieser Zusammenhang gilt natirlich auch fiir die Sprungfunktion bzw. — folge als Signal, d.h. v(t) = d_1(t)
bzw. v(n) = v_1(n). In diesem Fall gilt fir ...

Q ... kontinuierliche Signale: Q ... diskrete Signale:
e o0
5t = / 51 (7) dolt — 7) dr ) = Y () v — k)
T=—00 k=—0C
... Einsetzen der Sprungfunktion ... ... Einsetzen der Sprungfunktion ...
o0 o0
= /160(t—T)dr = ) 1vo(n— k)
=0 ) k=0
... Substituieren vonz — t — T und—dz = dr... ... Andern der Summationsvariable ...
oo "
— [ (o) (~do) = Y )
r=t h==—00c
... Substituieren von x = v und Vertauschen der
L Integrationsgrenzen ...
= / do(T) dr
T=—00

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 3

Herleitung — Teil 3:

Bildliche Veranschaulichung:

Aoonaln) syt —7) A /%(n_m)
g olt =7 Y-1(k)
1 4 1@ =
1T
=| » T H
<> <>
t 11
A (5,1(15) A 7—1(71)

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 4

Herleitung — Teil 4:

Als Ergebnis erhalt man fir ...

Q ... kontinuierliche Signale: Q ... diskrete Signale:
t n
5_1() = f o) dr v = Y (k)

Fir die Systemantworten darauf ergibt sich fur ...

Q ... kontinuierliche Signale: Q ... diskrete Signale:
s{oam} = s{ / aomdr} s{rmy} = S{ _fj%w}
s{oa} = js{ao(T)}dT s{ram} = _Z_ s{0(x)}
h_i(t) = jhO(T)dT. h-i(n) = ”:tho(ﬁ)'
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 5

Herleitung — Teil 5:

Zusammengefasst kann man erkennen, dass fir lineare, verschiebungsinvariante Systeme, die Sprungantwort durch
Integration bzw. Summation aus der Impulsantwort berechnet werden kann. Es gilt fir ...

a ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:

t

hoa(t) = /ho(T)dT. ham) = S holk).

s

Sprungantwort  Impulsantwort Sprungantwort  Impulsantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 6

Herleitung — Teil 6:

Auch die ,,Umkehrung” des zuvor gefundenen Zusammenhangs ist moglich. So haben wir bereits gezeigt, dass die
(verallgemeinerte) Ableitung des Sprungs der Dirac-Stol8 ist, d.h. es gilt:

Solt) = D{é_l(t)}.
Bestimmt man hierzu die Systemfunktion, so ergibt sich:
s{oom} = s{pfo)}}
s{o®} = D{s{s.m}}
ho(t) = D{h_l(t)}.
Bei Stetigkeit von /_1 (¢) gilt schlieRlich:

dhos(t) «

ho(t) dt Sprungantwort

Impulsantwort

1 .
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort — Teil 7

Herleitung — Teil 7:

Analog kann fur diskrete Systeme folgender Zusammenhang wieder , hervorgeholt” werden: I Y-1(n)

o) = 7o1(n) = yi(n— 1), HH
— » T1

Bestimmt man hier wieder die Systemantworten, so erhalt man:
—-2-101 2 34

S{wm} = S{yam)} - S{ran—1)} p yoa(n—1)
h(}(’l’b) = h_l(n) — h_l(n — ].) I I I I
D.h. die Impulsantwort geht aus der Differenz zweier um einen , Takt” verschobenen e e e e > N
Sprungantworten hervor. Wieder ist also die Differenzbildung die Umkehrung der 9101 234

Summation fir diskrete Signale bzw. Systeme.

Yo(n)

—-2-101 2 314

1 .
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (kontinuierlich)

Ubersicht iiber die Zusammenhdinge fiir kontinuierliche Systeme:

> H(jw) =7

Sprungantwort H(s) = ?
h_l(t) =7

Frequenzgang,
h_1(t) =7 <::‘ Ubertragungsfunktion

1(?5 ho(T A

N <>

ho(t) =

hot) = dhd;(t) o(t)
ho(t) =7

} | > H(jw) =7

H(s)="7"
Impulsantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (diskret)

Ubersicht iiber die Zusammenhdiinge fiir diskrete Systeme:

> H(e9) =7

Sprungantwort H(z)=7

— 7
h-1(n) =1 Frequenzgang,
h_i1(n)="7 <j Ubertragungsfunktion

E_Zooh()( PN
=N <_=
ho(n) = 1(n) ho(n) =7
(n—1) ho(n) =7
| | H(e’™) =7
> H(z) =7
Impulsantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Herleitung:

Bei den Uberlegungen zur Laplace- bzw. z-Transformation haben wir folgende Beziehungen gefunden (Faltungssatze):

Q Fur kontinuierliche Signale bzw. Q Fur diskrete Signale bzw.
Systeme: Systeme:
y(t) = w(t) * ho(t), y(n) = wv(n) * ho(n),
Y(s) = V(s)H(s). Y(z) = V(z2)H(z).
O Weiterhin gelten folgende O Weiterhin gelten folgende
Transformationen: Transformationen:
V(s) = L{v(t)}, V(z) = Z{v(n)},
Y(s) = L{y(0)}. v(z) = 2{ym)}.
O Daraus ergibt sich: Q Daraus ergibt sich:
H(s) = L{ho(t)}, H(z) = Z{ho(n)},
ho(t) = L '{H(s)}. ho(n) = Z YH(2)}.

1 .
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Impulsantwort und Frequenzgang

Herleitung:

Bei den Uberlegungen zur Fourier-Transformation haben wir folgende Beziehungen gefunden (Faltungssatze):

Q Fur kontinuierliche Signale bzw. Q Fur diskrete Signale bzw.
Systeme: Systeme:
y(t) = wo(t) = ho(t), y(n) = wv(n) * ho(n),
Y(jw) = V(jw) H(jw). V(') = V(%) H(e®).
O Weiterhin gelten folgende O Weiterhin gelten folgende
Transformationen: Transformationen:
V(ijw) = Flu(t)}, V(e'y = Flu(n)},
Y(jw) = Flyt)}. V(e = Flyn)}.
O Daraus ergibt sich: Q Daraus ergibt sich:
H(jw) = Flho(t)}, H(?) = Flho(n)},
ho(t) = FH{H(jw)}. hon) = F Y H(E).

1 .
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Reaktionen auf beliebige Signale

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (kontinuierlich)

Ubersicht iiber die Zusammenhdinge fiir kontinuierliche Systeme:

> H(jw) =7

Sprungantwort H(s) = ?
h_l(t) =7

Frequenzgang,
h_1(t) =7 <::] Ubertragungsfunktion

1(15 ho(’r o~
~ ~_~
ho(t) = dhd;(t) ho(t) = F'{H(jw)}
@ ho(t) = L7 '{H(s)}
| > H(jw) = F{ho(t)} |
H(s) = L{ho(t)}
Impulsantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhange zwischen den einzelnen Systembeschreibungen (diskret)

Ubersicht iiber die Zusammenhdiinge fiir diskrete Systeme:

> H(e9) =7

Sprungantwort H(z)=7

— 7
h-1(n) =1 Frequenzgang,
h_i1(n)="7 <j Ubertragungsfunktion

Z ol PN
=N ~_~
h[}(n) 1(7’&) ho(n) = f_l{H(ejQ)}
(n—1) ho(n) = 27 H(2)}
H(z) = 2{ho(n)} |
Impulsantwort

1 .
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Lineare Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenhang zwischen Sprungantwort und Ubertragungsfunktion

Herleitung:

Bei den Uberlegungen zur Laplace- bzw. z-Transformation haben wir folgende Beziehungen gefunden (Integration):

Q Fur kontinuierliche Signale bzw. Q Fur diskrete Signale bzw.
Systeme: Systeme:
L{vt)} = Vi(s), Z{v(n)} = V(z),
t
1 - V(z)
d = = , _
E{ _/ v(T) T} SV(S) Z{ H:z:oov(ﬁ;)} = T

0 Da die Impuls- und die Sprungantwort 0 Da die Impuls- und die Sprungantwort

Uber eine solche Integrationsbeziehung  Uber eine solche Integrationsbeziehung
t

ha) = [ o(r)ar ha) = > ho(w)
verknipft sind, gilt: verknupft sind, gilt:

1 1

gH(s) = C{hfl(t)}. oo H(z) = Z{hfl(fn,)}.

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

QO Auf welche Weise stehen die Impuls- und die Sprungantwort eines linearen, verschiebungsinvarianten
Systems in Verbindung?

QO Wie stehen die Fourier-Transformierte der Sprungantwort und der Frequenzgang eines linearen,
verschiebungsinvarianten Systems in Verbindung?

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 1

Kontinuierliche Signale und Systeme — Teil 1:

Fir die Fourier-Transformierte der Sprungfunktion haben wir folgendes Ergebnis erhalten (vgl. Ende des Abschnitts
,Laplace- und z-Transformation”):

]—'{51(16)} — ro(w) + —.

Jqw
Transformiert man dieses Ergebnis zurlick in den ,,Zeit“-Bereich, so erhalt man:

] %) . |
— Jwt
d_1(t) = oy / [Tl' do(w) + j_w] e’ dw.

Bestimmt man daflir die Sprungantwort eines linearen, verschiebungsinvarianten Systems, so erhalt man:

8{6_1(15)} - S % ]O [w50(w)+jiw] &9t o

W=—0C

... Vertauschen von Integration und Systemantwort ...

8{5_1(15)} — % ]C [wao(w)Jrjiw] S{ejm}dw

W=—0C

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 2

Kontinuierliche Signale und Systeme — Teil 2:

Fortsetzung:

8{5_1(t)}

% 70 [7?50(w)+j%} S{ejwt}dw

... Einsetzen der einzelnen Systemantworten ...
! / 5o(w) + | H(juw) ! d
— T 0g (W — w)e W
2T 0 Jw J
W=—00
... Aufspalten der Summe im Integral
o0
1 - H(jw
oy / 7 do(w) H(jw) ejwtdw—ﬁ—— / j )ejwt dw
e

Ausblendeigenschaft des Dirac-Stofies verwenden ..

—7TH /5 6‘70t dw—|—— / H]w)ejmdw

W=—00 W=—00

... Fldicheneigenschaft und Transformationsdefinition verwenden ...

i
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 3

Kontinuierliche Signale und Systeme — Teil 3:

Als Ergebnis erhalt man schliellich durch Anwendung der Fourier-Transformation:

H(jw)

ho(t) = —24+F 1——

0 = Ser{E
... beide Seiten Fourier-Transformieren ...

o5 = A (5]

/ Frequenzgang bei der Frequenz 0 = Integral iiber die Impulsantwort H(0) = / ho(t) dt

H(0)

o0

t=—oc
H(0O H(jy
-0} 1) < reaenaer
Jw
Sprungantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 4

Diskrete Signale und Systeme — Teil 4:

Eine analoge Herleitung kann fir diskrete Systeme durchgefiihrt werden. Wir starten zunachst mit der Fourier-
Transformierten der Sprungfolge (vgl. wieder Ende des Abschnitts ,Laplace- und z-Transformation):

]:{’y_l(n)} - i 50(9)\27r)+21j cot (2) +;.

A=—00

Den rechten Teil dieser Gleichung formen wir zunachst noch ein wenig um:

... Einsetzen der cot-Definition ... .. Umwandeln der cos- und sin-Terme ...
Lo (2,1 L cos(Q/2) | 1 1 (ef7 4e79%) 1
— cot | — - = ————X 4 - = — —
27 2 2 27 sin(€2/2) 2 27 Qij(ej% 76—3'%) 2
... Ausklammern von 7*}/2.., ... Gemeinsamer Nenner ...
—iQ2 1 1 _—4iQ 1 1 —450
B 114—83 1 _ §‘|-§€j +§—§€‘7
21 —e % 2 1 — e 792
... Vereinfachen ...
B 1
1 — e 39

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 5

Diskrete Signale und Systeme — Teil 5:
Durch die Umformung ergibt sich nun

]:{'y_l(n)} = 7 Z do (2 — A\ 27) —I—%mt(g)—k%

A=—00
... Einsetzen des Ergebnisses der letzten Folie ...

> 1
= 7‘(‘)\2 5()(Q_)\27T)+1_—€_jgg'
Nach einer Fourier-Riicktransformation erhalt man:
1 On
v-1(n) = / [ Z 0o (2 — A 2m) + JQ] e/ dQ).

Q_—w A=—00

Nach einer zum kontinuierlichen Fall sehr ahnlichen Umformung (Systemantwort und dann Umformen) kommt man zu
folgendem Zusammenhang:

1
1 — e 792

H(%) = f{h_l(n)H(sjo)}-

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sprungantwort und Frequenzgang — Teil 6

Diskrete Signale und Systeme — Teil 6:

Bemerkungen:

O Die Terme H{(0)bzw. H(e’°) = H(1) beschreiben die Fihigkeit eines Systems zur Ubertragung von konstanten
Signalanteilen ( = Komponenten bei der Frequenz w = 0 bzw. 2 = 0). Hierfir gilt im ...

Q ... Kontinuierlichen: O ... Diskreten:
oo =1 =1
~ , > A
H(0) = / ho(t) € dt H(%) = Z ho(n) e/on
t=—o0 n=—oo
t=—00 n=-—oo
= h_l(OO). — h_l(OO)

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Zusammenfassung — Teil 1

Ubersicht iiber die Zusammenhdinge fiir kontinuierliche Systeme:

)

H(jw) = jw F{h_a(t) -

_12(00)}

Sprungantwort H(s)=sL{h_1(t)}
H(0) 1 [ H(jw)
_1 [ H(s)
h_1(t)=L —
ho1(t) = ho(T ) { s }
=N ~_~
ho(®) dhdtl(t) ho(t) = FH{H(jw)}
@ ho(t) = L7'{H(s)}
> H(jw) = F{ho(t)} |
H(s) = L{ho(t)}
Impulsantwort

i
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Zusammenfassung — Teil 2

Ubersicht iiber die Zusammenhdinge fiir diskrete Systeme:

> H(e™) = (1~ ej“)f{hl(n) - hl(oo)}
Sprungantwort H(z)=(1-2z"12Z{h_1(n)} j
. H) o [ HE?)
h_l n)= F i
@) 2 i { 1 —e 7% } Frequenzgang,
hos(n) = 21 { H( zll } <:j Ubertragungsfunktion
= Z ho(k) oo PN

K=—00

h[}(n) 1(7’&) ho(n) = .F_l{H(SjQ)}

Impulsantwort

1 .
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Zusammenhange zwischen den Systemkenngrolien

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiel

Aufgabe:

Gegeben sei folgende Impulsantwort:

ho(n) = (n) +avo(n —4).

Q Zeichnen Sie die Impulsantwort!
O Bestimmen Sie ...
Q ... die Sprungantwort und skizzieren Sie diese!
Q ... den Frequenzgang!
0 ... die Ubertragungsfunktion!
0 Bestimmen Sie die Nullstellen der Ubertragungsfunktion fiir « = 1 und fiir a = —1!
O Skizzieren Sie den Frequenzgang fir a = 1!
O Fir was konnte solch ein Filter gut sein?

Losung nach individueller Bearbeitung an der Tafel ...

1 .
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Stabilitat linearer Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

BIBO (bounded input — bounded output) — Stabilitat — Teil 1

Herleitung — Teil 1:

Im Grundlagenabschnitt wurde bereits die sog. BIBO-Stabilitat eingefiihrt. Jetzt sind die Berechnungsweisen fir die
Ausgangssignale aus den Eingangssignalen bekannt und es konnen konkrete Forderungen an die Systemparameter
abgeleitet werden. Fiir ein beschrinktes Eingangssignal |v(...)] < M; < oo muss dann fr ...

Q ... kontinuierliche Signale bzw. Q ... diskrete Signale bzw. Systeme
Systeme gelten: gelten:
e o0

yo) = | [ o hotrr y)| = | 3 o) ho(n, )
... Abschdtzung ... ... Abschdtzung ...
< / v(7) ho(t, 7)| dr < Z [v(k) ho(n, k)|
... Betragszerlegung fiir Produkte ... ... Betragszerlegung fiir Produkte ...
= / lo(7)| |Ro(t, 7)| dr. = Z (k)| |ho(n, K)|.

1 .
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Stabilitat linearer Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

BIBO (bounded input — bounded output) — Stabilitat — Teil 2

Herleitung — Teil 2:

Fortsetzung fir ...

O ... kontinuierliche Signale bzw. Q ... diskrete Signale bzw. Systeme
Systeme gelten: gelten:
o >0
pol < [ l@lenldar o] s 3 )] hotr )
... Abschétzung gemdf8 Annahme ... ... Abschétzung gemdfs Annahme ...
< M [ ot dr < M S |ho(nw)
g -Z\/IQ < 0OQ. S M2 < Q.
O Hinreichende Bedingung: Q Hinreichende Bedingung:
o o
/ |h0(t,7‘)|d’r < M3 < o0. Z |h0(n,rz)‘ < M5 < oc.
T=—00 R=—00

i
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Stabilitat linearer Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

BIBO (bounded input — bounded output) — Stabilitat — Teil 3

Herleitung — Teil 3:

Fordert man zusatzlich noch Verschiebungsinvarianz, dann ergibt sich fir

Q ... kontinuierliche Signale bzw. Q ... diskrete Signale bzw.
Systeme: Systeme:
o0 o0
/ |ho(t)] dt < Mz < oo. Y |ho(n)] <€ Mz < oo
t=—o0 n=—oco

Bei einem linearen System mit absolut integrierbarer bzw. summierbarer Impulsantwort liegt BIBO-Stabilitdt vor!

Bemerkungen — Teil 1:

O Man kann zeigen, dass diese Bedingungen auch notwendig sind. Systeme, welche die zuvor genannten Bedingungen
nicht erfillen, reagieren u.U. mit unbeschrankten Ausgangen auf beschrankte Eingangssignale und sind daher nicht stabil.

O Die genannten Bedingungen entsprechen denen fir die Existenz der Fourier-Transformation.
Dort sind diese aber nur hinreichend.

1 .
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Stabilitat linearer Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

BIBO (bounded input — bounded output) — Stabilitat — Teil 4

Bemerkungen — Teil 2:

O Aus der letzten Bemerkung folgt: Fir ein BIBO-stabiles LTI-System existiert stets die Fourier-Transformierte
H(jw) = F{ho(t)} bzw. H(eI?) = F{ho(n)}.

O Der Umkehrschluss ist allerdings nicht richtig! Auch wenn man fir ein LTI-System den Frequenzgang H(jw) bZW.H(ejQ)
angeben kann, ist das System nicht notwendigerweise stabil!

Q Fur endliche lange, begrenzte Signale existieren stets Fourier-Transformierte, da diese Signale stets absolut integrierbar
bzw. summierbar sind. Folgerung: Lineare Systeme mit endlich langer, beschrinkter Impulsantwort sind stets stabil.

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Definition (Wiederholung) — Teil 1

Wiederholung aus dem ersten Vorlesungsabschnitt:
Wenn fir v(...) = [vo(...), cooy v1(), ooy vp_1()] " mit
v(...) e R Vi t,n

T
stets auch firy(...) = [yo(...)s ooy Yr(o)s ooy yr—1(.)] " gilt
yr(...) € R Vritn,

dann spricht man von einem reellwertigen System, sonst von einem komplexwertigen System.

Einbringen der Kenntnisse iiber LTI-Systeme — Teil 1

Fir LTI-Systeme kann der Zusammenhang zwischen den Ein- und Ausgangssignalen mittels einer Faltung beschrieben werden.

Es gilt fur ...
Q ... kontinuierliche Signale: Q ... diskrete Signale:
y(t) = / ho(7) o(t — 7) dt. y(n) = 3 ho(s)v(n— k)

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Definition (Wiederholung) — Teil 2

Einbringen der Kenntnisse iiber LTI-Systeme — Teil 2

Aus den Faltungszusammenhangen folgt unmittelbar: Wenn sowohl das Eingangssignal als
auch das Ausgangssignal reellwertig ist, dann muss auch die Impulsantwort reelwertig sein.

Aus dieser Eigenschaft konnen einige hilfreiche Eigenschaften des Frequenzgangs und der
Ubertragungsfunktion von reellwertigen LTI-Systemen hergeleitet werden!

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Symmetrien des Frequenzgangs

Ubertragung der Symmetrieeigenschaften von Signal-Spektrum-Paaren:

Die fiir reelle Signale hergeleiteten Symmetrietiberlegungen konnen auf die Frequenzgange von reellen System wie folgt
Ubertragen werden.

Q Es gilt fir kontinuierliche Systeme: Q Es gilt fur diskrete Systeme:
RG{H(jw)} = Re{H(—jw)}? Re{H(e7Q)} _ Re{H(e_-jQ)}’
gerade gerade
Im{H(jw)} = Im{H(jw)}. Im{H(ejQ)} = —Im{H(e_jQ)},
ungerade ungerade

Damit ergibt sich fiir den Betrag und die Phase fir ...

a ... kontinuierliche Systeme: Q ... fir diskrete Systeme:
H(jw)| = |H(=jw)], HE| = |HE),
gerade gerade
arg{H(jw)} = —arg{H(—jw)}. arg{H(ejQ)} = —arg{H(e_jQ)}.
ungerade ungerade

Der Frequenzgang eines reellwertigen Systems ist hermite-symmetrisch!

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften der Ubertragungsfunktionen — Teil 1

Allgemeines — Teil 1:

Betrachtet man die Laplace- bzw. z-Transformation fur reellwertige Impulsantworten, so ergibt sich fir ...

Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
oo 00
H(s) = / ho(t) et dt H(z) = ) hon)z"
=" oo Nn=—0o0
... Reellwertigkeit der Impulsantwort ... ... Reellwertigkeit der Impulsantwort ...
o0 o @]
- / B (t) et dt. = > haln) =
Nn=—00
t=—0o0

Bestimmt man nun die Ubertragungsfunktion mit der o.g. Besonderheit fiir die konjugiert komplexe Variable,
so erhalt man fur ...

Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
H(s") = f ha(t) et dt. HE) = Y hym) ()™
t=—0c0 n=—oco

1 .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Lineare Systeme Seite 49



Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften der Ubertragungsfunktionen — Teil 2

Allgemeines — Teil 2:

Fortsetzung fir ...

Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
:[e—st]* — zin *
He) = [ m e HE) = B ()
t=—o0o n=—oo
= / [ho(t)e_“rdt = ) [ho(n)f”}
f—— 00 n=—oo
= { / ho(t)e“dt] : = [Z ho(ﬂ)Z”] :
= oo n—=—oo
Zusammengefasst erhalt man damit fur reellwertige, ...
Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
H(s*) = H"(s). H(z") = H*(2).

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Eigenschaften der Ubertragungsfunktionen — Teil 3

Allgemeines — Teil 3 und Nullstellen reellwertiger Systeme:

Aus den Ergebnissen der letzten Folie folgt, dass firs € R bzw. z € R fur reellwertige, ...

Q ... kontinuierliche Systeme gilt: Q ... diskrete Systeme gilt:

s€R e R

z€R

Weiterhin folgt aus den Ergebnissen eine wichtige Eigenschaft reellwertiger Systeme.

Q Fur kontinuierliche Systeme: Q Fur diskrete Systeme:
Sei Sei
H(so) = 0, H(z) = 0,
d.h. z; ist eine Nullstellen von

d.h. sq ist eine Nullstellen von
H(z). Dann muss auch gelten

H(s). Dann muss auch gelten

H(sy) = 0° = 0. H(z) = 0° = o.
Die , Nullstelle” bei s, bedeutet, dass das Die , Nullstelle” bei z, bedeutet, dass das
Signal v(t) = V e*°* vom System unter- Signal v(n) =V z; vom System unter-
driickt bzw. nicht iibertragen wird, d.h. driickt bzw. nicht iibertragen wird, d.h.
Y(sg) =01 Y(z9) =01

i
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften der Ubertragungsfunktionen — Teil 4

Polstellen reellwertiger Systeme:

Analog zu den , Nullstellen“-Uberlegungen erhilt man fiir Polstellen dhnliche Ergebnisse.

Q Fir kontinuierliche Systeme: Q Fir diskrete Systeme:
Sei Sej
H(s5) = o0, H(zy) = o0,
d.h. s ist eine Polstellen von d.h. 24 ist eine Polstellen von
H (s). Dann muss auch gelten H(z).Dann muss auch gelten
H(s*) = oo H(z) = o0

1 .
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Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften der Ubertragungsfunkti

Zusammenfassung:

onen — Teil 5

Komplexe Nullstellen und Polstellen treten bei reellwertigen Systemen stets in konjugiert-komplexen Paaren auf
(wenn sie denn komplex sind). Reelle Nullstellen so € R bzw. zo € Rund reelle Polstellen s € R bzw. zoc € R haben
(natirlich) keine , konjugierten Gegenstlicke”.

Im{s}
Komplexe A Komplexe
Polstelle Nullstelle
/
\ /
o Reelle

Reelle

X
PolstellN »

/ Nullistelle

[V Fat
CAa 7

/X o\

Konjugiert

Konjugiert
komplexe

komplexe
Polstelle

Nullstelle

Einheitskreis

Komplexe

Polstelle
Reelle
Nulistelle

Komplexe
Nullistelle
(o]
Reelle
PolstellkA
» Re{s}
/ o
Konjugiert komplexe
Nullistelle

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 1

Allgemeines:

Bekannt ist die Form der Systembeschreibung mittels Differential- und Differenzengleichungen aus der
Schaltungssynthese (siehe Grundlagen der Elektrotechnik). Elektrische Netzwerke aus konstanten, linearen (idealisierten)

Bauelementen (R, L, C) sind
Q linear und zeitinvariant,
0 kausal,
0 dynamisch (und reellwertig)
und sie werden beschrieben durch sog. lineare ,,Integro-Differentialgleichungen”, die sich in eine lineare

Differentialgleichung (DGL) k-ter Ordnung umformen lassen, wenn es nur eine EingangsgréRe v(t) und nur eine
Ausgangsgrofle (1) gibt (sonst bleiben mehrere Differentialgleichungen bestehen).

Unter einer “Integro-Differentialgleichung” versteht man eine Gleichung in der nicht nur die
Funktion und deren Ableitungen, sondern auch noch Integrationen der Funktion auftauchen!

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 2

Abkiirzungen:
Eingangssignal: Ausgangssignal:
. _d . _a
Bt) = —olt), i0 = ),
. _ d? . B d?
d" d”
(1) — (v) —

Differentialgleichung k-ter Ordnung:
Bry™ () + By () + o+ Boy(t) = m "™ () + a1 0TV () + o+ agv(t).

Solche Differentialgleichungen gibt es in vielen Bereichen, z.B. auch fir mechanische Systeme. Im Allgemeinen gilt dabei k # m.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 3

Beispiel — Teil 1:

Reihenschwingkreis gemal der rechts dargestellten Skizze
(alle GroRen sind dimensionsbehaftet!):

EingangsgroRe: u(T)
Ausgangsgrofle: i(r)

Eine Schaltungsanalyse ergibt folgende Integro-Differentialgleichung:

ug(t) = ur(r) + un(r) + wuc(7)
—— —— N——
=Ri(t) _—7 dil_(:) =& [i(r)dr

= Ri(r)+L d;g:r) + % /i(T)dT.

i
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=
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 4

Beispiel — Teil 2:
Folgende Normierungen werden eingefiihrt:

Q Zeitliche Normierung:

T =tRC — t = 7/RC ..dimensionslos!

O Definition einer normierten Eingangsgrolle:

uq(t RC
v(t) = % ... normierte Quellenspannung!
0
O Definition einer normierten Ausgangsgrolle:
Ri(t RC) _
y(t) = —0 - normierte Spannung am Widerstand!
0

Umformen der Integro—DifferentiaIgleichung'

ufl(T) — RZ(T) dT C
: d R/Ug i(t RC)
uq(t RC) Ri(t RC) L s / .
— = R/Uyi(t RC)dt
T, 0, RC /Uoi(t RC)

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 5

Beispiel — Teil 3:

Umformen der Integro-Differentialgleichung (Fortsetzung):

. dR/Uyi(t RC)
uq(t RC Ri(tRC) L T / :
— = — R/Uyi(t RC) dt
i 0o~ mc ) B/UiltRO)
... Einsetzen der normierten Grofien ...
L .
o) = YO+ g v+ [ (o) d
... Alle Gréf3en einmal differenzieren ...
. L . :
o(t) = 220 §(t) +y(t) +y(t)
... Normieren auf 3. =1 ...
RC . B . RC RC
I/R o(t) = lﬁ,y(t)ery(t)nLL/R (t).
—— = f3s —— ——
=ag =1 = fBo

... nach dieser Umformung bleibt natiirlich die Frage nach den Vorteilen ...

... dies soll auf den folgenden Folien beantwortet werden ...

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 6

Umrechnung der Differentialgleichung in eine Ubertragungsfunktion — Teil 1:
Bei LTI-Systemen gilt:
Bei Anregung des Systems mit v(t) = V ¢*' erhilt man am Ausgang y(t) = H(s) Ve™.
Weiterhin gilt flr die Ableitung von Exponentialfunktionen

dy st __ _v st
(dt)”e =s"e”".
Damit kann die Differentialgleichung wie folgt umgestellt werden:
Bey™ () + Br_1yF VW) + . + Boy(t) = am o™ @)+ ... +agu(t)
... Exponentialfunktionen einsetzen ...
B H(s)Vshes + 1 H(s) Vs et + .+ 8 H(s)Ve' = a,Vs"e+ .. +agVe
... Gleiche Terme (V ¢t ) kiirzen ...
B H(s)s" + Br—1 H(s)s* '+ . + B H(s) = ams™+ ... +ag

... In Summenschreibweise ...
m

k
H(s) Z B st = Z o, s”
u=0 =0

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 7

Umrechnung der Differentialgleichung in eine Ubertragungsfunktion — Teil 2:

Umstellung der Differentialgleichung (Fortsetzung):

k m
H(s) Z B st = Z a, s’
=0 v=0

m

> a, s”
=0
H(s) = B —
> By st
p=0

Die Ubertragungsfunktion ist gebrochen-rational!

Diese Beschreibung gilt fiir zahlreiche praktisch relevante Systeme. Sie gilt aber z.B. nicht fiir Systeme mit verteilten
,Bauelementen” wie z.B. ,, Widerstandbeldgen” oder ,, Kapazitditsbeldigen”, die in der Leitungstheorie vorkommen.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 8

Beispiel — Teil 4:

Damit kann dann auf fiir das vorherige Beispiel die Ubertragungsfunktion angegeben werden.
Hieraus kann z.B. ein Pol-Nullstellen-Diagramm oder — ein entsprechendes Konvergenzgebiet vorausgesetzt —
der Frequenzgang bestimmt werden.

Pol-Nullstellen-Di Betragsfrequenzgang [H{je)| in dB 16 S
1 0 LI,ISE en |aglramm 0 | | | . . O| | | | H(S) _ -
X : : : : : : : : : S —|_ ’8 S —|— B
: 6—61:;B0;—a1—1
. i ] , RC
| . B w
Sox b 40 i | i i | i | i | H(jw) = 5 J ,
41 05 0 05 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 —w? + 7 ﬁw + ﬁ
Re{s} ®
! : 10 ' ' ' ' ! ! ! ! !
05l i _______________ O e e SRR LR E tELELELEE . = .1 = @0 = Ql :01—
- X 10 S WU R —
EOp e e :
B %
) ) S R

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 9

Aufgabe:
Gegeben sei folgende Schaltung ... l (7)
Up\T
ug(t RO) tq(7) ,l, O "

... mit dem normierten Eingangssignal v(t) = —4——-~ :
Us i(7)
t RC .

... und dem normierten Ausgangssignal y(t) = %) C —/ l uc(r)

0

0 Bestimmen Sie die Differentialgleichung!

0 Bestimmen Sie daraus die Ubertragungsfunktion!
Q Skizzieren Sie den Betragsfrequenzgang!

0 Um welche Art von Filter handelt es sich?

Losung nach individueller Bearbeitung an der Tafel ...

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 10

Diskrete Systeme — Teil 1:

Gebrochen-rationale Systeme sind ebenso wichtig fir viele praktisch relevante diskrete LTI-Systeme. Ganz entsprechend gilt dort

> oy, 2
H(Z) _ vr=0

-
Z ﬁu zH

p=0

Beachtet man, dass Y (z) = H(z) V(z) gilt, so kann man folgende Umformung vornehmen:

Be 2" Y (2) + Br_1 2" Y (2) + . +B0Y(2) = am2™V(2)+ ... FagV(2).

Beachtet man hier den Verschiebungssatz und transformiert obige Gleichung in den Zeitbereich, so ergibt sich folgende
sogenannte Differenzengleichung:

Bryn+k)+ Br_1yin+k—1)+ ... + foy(n) = apv(n+m)+ ... +agv(n)

k m
Zﬁ# y(n+p) = Za,, v(n + v).
n=0 v=0

Aus der gebrochen-rationalen Ubertragungsfunktion kénnen direkt die Koeffizienten der Differenzengleichung abgelesen werden (und umgekehrt).

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Systembeschreibung durch Differential- und Differenzengleichungen — Teil 11

Diskrete Systeme — Teil 2:
Beispiel flir eine FIR-Struktur (,,FIR” steht fiir ,finite impulse response”) v(n) I gEs I o El g

1
y(n) = agv(n)+avin—1)+..+any_1v(n—N+1) ﬁ@ao fal z(}w_]
=\—i—/ ooo y(n)

Beispiel fiir eine IIR-Struktur (,|IR steht fir infinite impulse response”):  v(n)

\ 4

yn) = aov(n)+aivn—1)+azv(n—2)
—Bry(n—1) = fay(n —2)

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 1

Filter-
realisierung

Ubersicht:

Umwandlung in
Differential- bzw. Differenzen-
gleichungen

Verhaltnis zweier Polynome

Pol- bzw.
Nullstellenprodukte

Bestimmung
der Impulsantwort

Verstandnis des
Frequenzverhaltens und
der Stabilitat

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 2

Darstellungsformen — Teil 1:

Bisher haben wir gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen als Quotient eines Zdhler- und eines Nennerpolynoms dargestellt.

Es galt fir ...
Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
m m
VZ—:O e Z(s) uzzjo e Z(z)
H(s) = - = N(s)' H(z) = - = NG)
Z /B,u sk Z 6,u zH
#:[} ,(L:U
Polynome k-ten Grades besitzen k Nullstellen. Wir bezeichnen diese im Folgenden fir ...
Q ... kontinuierliche Systeme als O ... diskrete Systeme als
Z(s0) =0, v €{0, ..., m} Z(z0) =0, v €{0, ..., m}
flr die Nullstellen und far die Nullstellen und
N(8s0,) =0, p €10, ..., k} N(zoop) =0, p €H{0, ..., k}
flr die Polstellen. far die Polstellen.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 3

Darstellungsformen — Teil 2:
Mit diesen Bezeichnungen konnen die Zahler- und Nennerpolynome faktorisiert werden, d.h. man kann beide Polynome
in folgende Produktformen bringen. Es gilt dann fir ...

Q ... diskrete Systeme:

m

Q ... kontinuierliche Systeme:
m

[1(s=s0v) I1(z=20,)
H(s) = am v=1 . H(z) = ap v=1 )
[T (5= Sco,u) 1;[1(2 — Zoopn)

p=1
Der Vorfaktor «,,, gilt dabei nur dann, wenn die Darstellung auf der vorherigen Seite so normiert wurde, dass gilt 5, = 1.

Wie bei den entsprechenden Folien zur Laplace- und z-Transformation unterscheiden wir im Folgenden noch zwischen
»einfachen” und ,mehrfachen” Null- bzw. Polstellen. Bezeichnet man die Vielfachheit der Pol- bzw. Nullstellen mit £, > 1

bzw. m, > 1, so gilt:

kU mo
E k,=k bzw. E m, = m.
,LL:]. =1

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 4

Darstellungsformen — Teil 3:

Neben der Produktzerlegung kann auch — wieder wie im entsprechenden Abschnitt der Laplace- und z-Transformation

bereits eingefliihrt — eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden. Sind nur einfache Polstellen vorhanden, d.h. es gilt
k, =1 und ko = k, so ergibt sich fur ...

a ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:

k

B, z
H(s) = Bo+ H(z) = Bo+
0 Zs_sm 0 Zz_zw
pn=1
mit den Koeffizienten mit den Koeffizienten
. O o . Q)
By = 1 [H]:—: , By = H(0) = —,
I e B
= i : H(z)
B = lim [H()(s = s, Bo= am [ME. )
Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Bestimmung von B ist, dass der Grad des Zdhlerpolynoms kleiner oder maximal gleich dem Grad des

Nennerpolynoms ist!

Zu beachten ist aufSerdem, dass fiir diese Umstellung lediglich die Polstellen, nicht aber die Nullstellen bekannt sein miissen
(die Information darin ,wandert” in die Koeffizienten B,,)!

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen —Teil 5

Darstellungsformen — Teil 4:

Sind auch mehrfache Polstellen vorhanden, so entsteht wieder die allgemeine Form der Partialbruchzerlegung, d.h. es gilt fir ...

Q ... kontinuierliche Systeme:

H(s) = B0+ZZ

u=1 k= 1 B SOO M
mit den Koeffizienten
. dku—n . 1
Bur = s —1>1-££lo,u [(ds)ku—“ [H(S) (8 = So0.p1) ]] (ky, — k)

Q ... diskrete Systeme'

Z :B0+ZZ ,unz

u=1 k= 1 _Zoo,u
mit den Koeffizienten
dFe—r T H(2) ) 1
o = i [ P2 ]
s = 0 [(dz)ku—ﬁ (7 Feo) } (b — 1)

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 6

Zugehoérige Impulsantworten — Teil 1:

Zur Wiederholung ...

O ... fir kontinuierliche Systeme: O ... diskrete Systeme:
1
Seot _ n Z
£le=toan} = = R
fiir Re{s} > Re{sco}- fiir |2 > [200]-

Wendet man dies auf die Partialbruchzerlegungen (zumindest jene mit einfachen Polstellen) an,
so ergibt sich fur kontinuierliche Systeme:

‘. B
H(s) = Byp+ —r
o) = o+ Y
pu=1 ’
Gewichteter Dirac-StofS und gewichtete Summe
von geschalteten Exponentiellen.
k
ho(t) = Bodo(t)+ Y By e=#'5_y(t)
p=1 \ Kausale Impulsantwort, die zeitlich abklingt,

wenn alle Polstellen auf der ,linken komplexen
Halbebene” liegen!

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 7

Zugehoérige Impulsantworten — Teil 2:

Fir diskrete System mit einfachen Polstellen ergibt sich:

B,z
H(z) = By+ Y —~°
2,
l Gewichteter Impuls und gewichtete Summe von
N geschalteten Exponentiellen.
ho(n) = Bovo(n)+ Y Buzk , v-1(n).
p=1

\ Kausale Impulsantwort, die zeitlich abklingt,
wenn alle Polstellen innerhalb des
»Einheitskreises” liegen!

Beispiele an der Tafel ...

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen — Teil 8

Zugehdérige Impulsantworten — Teil 3:
Bei mehrfachen Polstellen ergibt sich in allgemeiner Form fur kontinuierliche Systeme:

H(s) = Bo+zz

,u,lml

ko ku
By 5()(t) + Z Z Bu,h: gSoont (S_H(t).

pu=1kr=1

>
jen]
—

[
S—

I

Fir diskrete Systeme:

B0+ZZ B2

Z—Z
p=1r=1 oop

=
~
S
S—
I

=
jan]
=
~—

|

n—=K n
Do) + 305 B2 () =)

=1 r=1

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Darstellungen gebrochen-rationaler Funktionen —Teil 9

Filter-

Zusammenfassung: realisierung

Umwandlung in
Differential- bzw. Differenzen-
gleichungen

Verhaltnis zweier Polynome

Pol- bzw.
Nullstellenprodukte

Bestimmung
der Impulsantwort

Verstandnis des
Frequenzverhaltens und
der Stabilitat
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 1

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 1:

Vor einigen Folien wurde die allgemeine BIBO-Stabilitdt konkretisiert fur lineare Systeme. Nun liegt eine detaillierte
Beschreibung der Impulsantwort hy(...) vor, damit kann die Stabilitat fir die hier behandelten Systeme noch weiter
konkretisiert werden:

O Absolute Integrierbarkeit bzw. Summierbarkeit von hg(...} erfordert ganz sicher, dass |ho(...)| abklingt fir
t — oo bzw.n — 00. D.h., es missen alle Exponentialanteile der in der allgemeinen Darstellung

ko k:,u
hg(t) = By (50(t) + Z Z B#’KJ S0t 5_,.;(75)

pn=1r=1
bzw.
ko ku
n—K n
hO(n) = By 70(”’) + Z:l Z:IB#,F» Zoo,,ul—H (fi _ 1) 7—1(73' — Kk +1)
p=1r=
abklingen.
(] Das erfordert offensichtlich
Re{soo”u} <0 Vu bzw. ‘zoo,“‘ <1l Vu.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 2

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 2:

Die BedingungenRe{s.,} < 0¥y bzw.|2,.| <1V p definieren absolute (oder ,strikte) Konvergenz auch im Falle
mehrfacher Pole trotz der dann auftretenden Faktoren " bzw. n" bei den Exponentialtermen. Hierbei ist zu beachten,
dass jede Potenz von ¢ bzw.n langsamer wachst, als eine (sinkende) Exponentielle fallt.

U Absolute Instabilitat tritt ein, wenn Re{soo,”} > 0 bzw. |Zoo,,u| > 1 gilt. Man spricht daher von Grenzstabilitiit,
falls gilt:

Re{sepu} <0 Vo bzw. Zoou]| €1 Ve

Grenzstabilitat bedeutet offenbar, dass dieser Anteil (und damit 4¢(...)) nicht abklingt, aber auch nicht anwéchst:
BIBO-Stabilitat ist dann nicht gegeben, da keine absolute Integrierbarkeit bzw. Summierbarkeit mehr gilt.
Dann ist allerdings Bedingung, dass

= 1.

k, =1, wenn Re{soo,u} =0 bzw. |zoo,u,

Andernfalls stiinden jetzt den (nicht abklingenden) Exponentialfunktionen Faktoren ¢* bzw. n" gegeniiber, die wachsen
und damit zu Instabilitaten fihren wirden.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 3

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 3:

Man spricht statt von Grenzstabilitat daher auch von bedingter Stabilitat. Dafiir gibt eine Erklarung:
QO Fir die Transformierten der Ausgangssignale gilt
Y(s) = V(s)H(s) bzw. Y(z) = V(z) H(2).

Wenn das System bedingt-stabil ist, dann darf das EingangsspektrumV'(s) bzw.V (z) keinen Pol an dieser Stelle
aufweisen, sonst wiirden Y (s) bzw. Y'(z) diesen Pol (mindestens) doppelt enthalten und damit zu
Systemreaktionen gehoren, die tUber alle Grenzen wachsen.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 4

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 4:

Pole stabiler Systeme liegen bei strikter Stabilitdt in

U der offenen linken Halbebene. [ dem offenen Einheitskreis.

4 Im{s} T Im{z}

Refs} <0 Re{s) £ N Refz)

1 . e
i . L

Pole stabiler Systeme liegen bei Grenzstabilitdt in

U der abgeschlossenen linken Halbebene. L dem abgeschlossenen Einheitskreis.

A Im{s} T Im{z}

Re{s} <0 Re:{s} Re{z}

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 5

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 5:

Bemerkungen — Teil 1:

O Die bisherigen Uberlegungen schlieRen auch Pole in s — oo undz — oo aus! Sie wiirden auftreten,
wenn die maximale Zahlerpotenz gréRer als die maximale Nennerpotenz, d.h. m > k, ware:

H(s) = U 8™+ 1 8™ +
sk + Bp_1s 1 + .+ By

Qo 2™ 4 1 2™ 4+ L+ g
2k 4 Br_1 28 4+ L+ Bo

Fir sehr groRe Werte von s und z Gberwiegen die hochsten Potenzen, d.h. es gilt:

»m
H — =s5"""% bzw. H i
(S) s grof3 = S'lC s (Z) z grof X Zk :

m—k

Fir m > k giltdann H(s) — cobzw. H(z) — oo, d.h. es gibt zumindest einen Pol bei s — oo bzw. z — .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 6

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 6:

Bemerkungen — Teil 2:

U Die Bedeutung solcher Pole im ,,Zeit“-Bereich kann wieder durch eine Partialbruchdarstellung veranschaulicht werden.
Diese wirde zusatzliche Terme vor dem B(-Glied gemald

k
H(s) = Bp_ps™ 4+ .. + By + ZBM
p=1
bzw
_ k
H(Z) = Bm—k Zm_k + ...+ Bo + Z B!L
pu=1

liefern. Transformiert man dies in den ,,Zeit“-Bereich, so erhalt man fiir kontinuierliche Systeme die Impulsantwort

h[)(t) - ém—k 6m—k(t) + ..

und daraus die Sprungantwort

h—l(t) = ETFL—k (Svfn—k—l(t) + ...
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Stabilitat — Teil 7

Erweiterung der Stabilititsaussagen — Teil 7:

Bemerkungen — Teil 3:

U Die Sprungantwort liefert einen unendlichen Wert an der Stelle t = 0, obwohl das Eingangssignal (der Sprung)
begrenzt war. Dies widerspricht der Definition der BIBO-Stabilitat.

QO Fir diskrete Systeme liefert die Riicktransformation

hO(n) = ém—k Yo (n + (m - k)) + ...

d.h. es gibt Anteile vor n = 0, was einer angenommenen Kausalitdt widersprache.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 1

Grundlegendes — Teil 1:

Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen lassen sich durch die Kenntnis aller Pol- und Nullstellen bis auf einen
konstanten Faktor «,,, vollstandig beschrieben. Es gilt fiir kontinuierliche Systeme

m
1:[1(8 — S0,v) A JIm{s} = jw
H(s) = am Vk_
*
s = Sx.,5
[T (5= Sc0,) o "X
pn=1 _ 80,5 = 56:4
Eine graphische Darstellung der Lagen der Pol- und der Nullstellen wird %o = 00,3 ©
als sog. Pol-Nullstellen-Diagramm bezeichnet. Nullstellen werde dabei X e
. . . . 20,2 — 20,3
durch Kreise, Polstellen durch Kreuze gekennzeichnet. Rechts ist ein s 5 S >
solches Diagramm fur k£ = 5 Polstellen und m = 5 Nullstellen dargestellt. Soc,1 S0.1 Re{s} =0
. X
Snqa = Sx.2
= B O\ *
50,4 = Sp.5
S%o5 = Sooa X
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 2

Grundlegendes — Teil 2:

Gegeben sei folgende Ubertragungsfunktion:

(5—2)(s—1+4)(s+1—7)
(s+3)(s+2—25)(s+2+25)

H(s) = 3

O Zeichnen Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm!
U Ist das zugehorige System stabil?
U Gehort das Pol-Nullstellen-Diagramm zu einem reellen oder zu einem komplexen System?

(Eigene Bearbeitung, dann gemeinsame Losung an der Tafel)
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 3

Grundlegendes — Teil 3:

Mit dem Pol-Nullstellen-Diagramm ist auch eine graphische Deutung der Ubertragungsfunktion méglich.
Dazu wird zunachst folgende Umformung vorgenommen:

lnf[ (s — s0.u)
H(S) = Oy ijl
,};[1(8 Soo,p1)

m
S — 8§ | om k
1:[ | 00| J| 22 arg{s—so,u}— 2 arg{s—soc,u}
r=1 v=1 =1
€

.
>

Vo

k
H |S - Soo,y,| ejarg[H (s)]

Im Folgenden werden nun einzelne Beitrage untersucht —angefangen mit einer einzelnen Nullstelle.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 4

Grundlegendes — Teil 4:
Beitrag einer einzelnen Nullstelle (s — sp): A
U Betrag: |s — so| (Ldnge des Vektors von s nach sg)

O Winkel: arg{s — sq} (Winkel des Vektors gegen die o-Achse)

Beides kann unmittelbar aus dem Pol-Nullstellen-Diagramm abgelesen
werden (siehe rechts). Von besonderem Interesse sind dabei die
Punkte s = jw. Diese ergeben den Frequenzgang des Systems.

S0

Re{s} =0¢

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 5

Grundlegendes — Teil 5:

Beitrag einer einzelnen Nullstelle (s — so) zum Frequenzgang (d.h. ohne Beachtung der Beeinflussung durch andere
Null- oder Polstellen):

U Betrag:
ljw —so| = |jw— 09— jwol Aﬂm{s}_jw
_ \/Jg F (W — wp)?
— |w —wp| fiir |w — wo| > |og]. I
Q Winkel: | argljw — so}
_ Jw
arg{jw — so} = arctan {w -0 } 50 O
>
- —b[](UJ) RG{S} =0

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 6

Grundlegendes — Teil 6:

Anschaulicher Verlauf zunachst fir og < 0:

Qw>w: Die Ic/fl/inkel.lassen sichb7nmittelbar
lim |jw—so| — o0, aus dem Diagramm ablesen. S jwo
wW—r 00
lim arg{jw — s — =,
et glJ 0} 5
O w= wo
lim [jw—so| = lool, 30 Jw = jwo
w—rwo
lim arg{jw —sp} = 0. \
wW—rwo
Minimum
s Jw < jwo
lim |jw — S()| —r 00,
Ww—r—00

w—r—0Q0

lim arg{jw—sg} — —g.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 7

Grundlegendes — Teil 7:

Verlauf flirop < 0:

Jw > jwo

Jw < Jwo

»Phasensprung” 5 i i i i i i i i i
umﬂ'bEiO'{):O. W —Wo

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 8

Grundlegendes — Teil 8:

Anschaulicher Verlauf zundchst firop > 0: Die Winkel lassen sich wieder unmittelbar

O w>w: aus dem Diagramm ablesen.
lim |jw—s9] — o0,
v Jw > jwo
lim arg{jw — s —_ —.
w— 00 g{j 0} 2
D W =wq :
Aim |jw—so| = ool Y
’ Jw = JWwo S0
lim arg{jw —sp} = = ﬂ'\
w—rw
Minimum
U w<x wo-
lim [jw—sy| — o0, Jw < jwo
wW—r—00

lim arg{jw—sg} — —g.

w—r—0Q0

Der Betrag dndert sich nicht im Vergleich zu oy < 0!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 9

Grundlegendes — Teil 9:

Verlauf furog > 0:

jw > jf.x.)(]

W — Wy

Jw <K Jwo
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 10

Grundlegendes — Teil 10:

Beitrag einer einzelnen Polstelle 1 /(s — s, ) zum Frequenzgang (allerdings muss hier wegen der Stabilitat ., < 0 gelten):

U Betrag:
1 B 1 B 1
Jw — Soo ljw — 0o — JWao V2 + (W — weo)?
1 .
— ————— fiir |w — Woo| > |0oo]-
lw — weo|
O Winkel:
arg{jw — s} = —arctan { - }
= —boo(w).

Die Phasenverlaufe sind dabei sehr ahnlich (Unterschiede lediglich im Vorzeichen) zu den Phasenverlaufen bei Nullstellen.
Die Betragsverlaufe stellen die Kehrwerte der Verlaufe der Nullstellenverlaufe dar.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 11

Grundlegendes — Teil 11:

Verlauf des Einflusses von Polstellen fiir oo < 0:

10

W — Wy
arg{jw — o0}

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 12

Grundlegendes — Teil 12:

Der Gesamtverlauf des Frequenzgangs ergibt sich aus dem Produkt der einzelnen Betrage bzw. der Summe der einzelnen
Winkel. Hierbei ergeben sich Verschiebungen der einzelnen Minima bzw. Maxima (durch benachbarte Pol- bzw. Nullstellen).

Beobachtungen:

O Auf einem Weg durch die s-Ebene (insbesondere auf derjw-Achse) wird der Betragsfrequenzgang ,,groR“ nahe bei
Polen und ,klein“ in der Nahe von Nullstellen (und unendlich grof8 in Polen und Null in Nullstellen).

U In der Ndhe der Pole und Nullstellen finden starke Phasendrehungen statt.
Der detaillierte Verlauf ist oft wenig aussagekraftig.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 13

Beispiel — Teil 1:

Gegeben sei folgende Ubertragungsfunktion:
(5= (=8)) (s — (1 4+ 45)) (s — (4 — 4j))
(s—(=1)) (s — (=3+34)) (s — (-3 —3j))

Hohenliniendiagramm und eine 3D-Darstellung des logarithmierten Betrags.

H(s) =

Polst?elleh

20log,of[H(5))

60-..
dB o
20
B ..... ...... el ......... / ............. ....... 4
b _______ ]
- Nullstellen :
R T T T T e Re{s}
Re{s}
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 14

Beispiel — Teil 2:

Betragsfrequenzgang 20 log, o {|H (jw)|}
Ubertragungsfunktion: BN N

s <+2J>>(s—<%—zm
H6) = o E G L ) G- )

Hohenliniendiagramm, 3D-Darstellung des

logarithmierten Betrags und logarithmierter
Betragsfrequenzgang 30

5= jw

—_

o @ d Ao N oo
e

. -----I\Zl-ullgstellen-----

20

dB 0+
204000 :
40~ -

60 -
-10

Im{s}

'
—_

- Re?[s} - Rg{s}
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 15

Andere Darstellungen: a(w) = —20 logyg [H ()|

U Bode-Diagramm:

Hierbei wird (oft in vereinfachter Weise die Phase arg{ H(jw)}
und die logarithmische Dampfung a(w) = —20 log, |H (jw)|
Uber einer logarithmischen Frequenzskala dargestellt (siehe rechts).

L Ortskurve:

Darstellung der komplexen Funktion H (jw) in Abhingigkeit der S
reellen GroRe w.

O Gruppenlaufzeit:

Darstellung von 7,(w) = —d arg{ H (jw)}/dw (aber Vorsicht: dies ist
i.A. nicht als frequenzselektive Verzégerung anzusehen).
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 16

Ubertragungsfunktionen von diskreten Systemen — Teil 1:
Fiir diskrete Systeme kdnnen entsprechende Uberlegungen wie fiir kontinuierliche Systeme angestellt werden. Es gilt dabei:
U Das Pol-Nullstellen-Diagramm wird in der komplexen z-Ebene analysiert.
U Polstellen missen aufgrund der Stabilitatsanforderungen im Einheitskreis liegen, d.h. es muss gelten: |z .| < 1.
U Die graphische Darstellung erfolgt entsprechend der Darstellung in der komplexen Laplace-Ebene.

O Auch hier kann |H (z)| und arg{H(z)} aus dem Pol-Nullstellen-Diagramm abgelesen werden bzw. das Diagramm
kann zur , Konstruktion” von Ubertragungsfunktionen verwendet werden.

0 Von besonderem Interesse sind die Punkte z = ¢/*? (Einheitskreis). Hier kann man den Frequenzgang eines diskreten
Systems ablesen.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 17

Ubertragungsfunktionen von diskreten Systemen — Teil 2:

Betrachtung einer einzelnen Nullstelle. Es gilt fir den Betrag (im Hinblick auf eine Frequenzgangbestimmung):

... Aufspalten in Real- und Imagindirteile ...

AL

cos(92) 4 7sin(Q) — po cos(Q2o) — 7 po sin(Qg)‘
... Betrag auflésen ...
— \/(COS(Q) — po cos(QO))2 + (sin(2) — po sin(Qg))2
... Terme neu zusammenfassen ...
= Jgosz(ﬂ) + sinz(Ql—&—g% cos®(Qo) + pg sin®(Qo) —2p0 [ cos(€) cos() + sin() sin(Q)]

- N /

-

=1VvVQ :pg Y Qo :cos(}rl—ﬂg)
... Trigonometrische Vereinfachungen einsetzen ...
= \/1 + pg — 2 po cos(2 — Qo).

\

. _ Periodisch mit 27 aufgrund des cos-Terms.
Far Q = Q gilt dann

eI

= \/1+p%—2p0 cos(0) = l—po.\

Minimum!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 18

Ubertragungsfunktionen von diskreten Systemen — Teil 3:

Es gilt flir den Winkel ergibt sich (wieder im Hinblick auf eine Frequenzgangbestimmung):

sin(£2) — po sin(Qo) )
cos(Q2) — pg cos(Qg) )

arg {ejQ — 20} = arctan (
Dabei gilt:
U Die Phase ist 2r-periodisch (wegen der sin- bzw. cos-Terme).

O Fir den Winkel bei 2 = Qg (d.h. ,,in der Nahe” der Nullstelle auf dem Weg entlang des Einheitskreises gilt:

arg{ejﬂ—zo}‘ —

. retan (SIH(Q()) — po sin(Qg) )

cos(£29) — po cos(£2p)
... gleiche Terme ausklammern und kiirzen ...
= arctan (Sin(QO) (1 — '00)) = arctan (sin(ﬂo))
cos(€20)(1 — po) cos(€20)
... Definition des tan() einsetzen und f -1(f(x)) = x einsetzen ...
= arctan (tan({y)) = Qo
=~

Unterschied zu den kontinuierlichen Uberlegungen!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 19

Ubertragungsfunktionen von diskreten Systemen — Teil 5:

Der Beitrag einer Polstelle auf den Betrag und die Phase des Frequenzgangs eines diskreten Systems kann auf ahnliche
Weise wie der Beitrag von Nullstellen bestimmt werden. Es ergibt sich dabei:

U Der Betragsverlauf ist der Kehrwert des Betragsverlaufs von Nullstellen:

1 ‘ B 1
VI+ 02 —2p cos(Q — Qo)
U Der Phasenverlauf entspricht dem Phasenverlauf von Nullstellen, aber mit umgekehrten Vorzeichen:

. 1 . Sin(£2) — poo sin(Quo)
rgd ————p» = —arctan :
o P Zoo cos(2) — poo €08(Ns0)

el$t — z

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 20

Analyse von diskreten Systemen — Teil 1:

Beispielverlauf von Betragsfrequenzgang, Phasenverlauf und Gruppenlaufzeit fiir eine einzelne Nullstelle bei 0y = 0 mit
variablem Betrag p,, d.h. fir folgende Ubertragungsfunktion:

H(z) = = ;’90.

(siehe nachste Folie)

Beispielverlauf von Betragsfrequenzgang, Phasenverlauf und Gruppenlaufzeit fir eine einzelne Polstelle bei 2. = 0 mit
variablem Betrag p., d.h. fiir folgende Ubertragungsfunktion:

1

H(z) = ——

(siehe Ubernachste Folie)
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 21

Analyse von diskreten Systemen — Teil 2:
|H (") 20 logo | H ()]

Z— Po
z

H(z) =

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Pol-Nullstellen-Diagramme — Teil 22

Analyse von diskreten Systemen — Teil 3:

1

20 log,, |H ()]
Z . poo | H

H(z) =

40
35|
30+
251
201+
dB 151

—d arg{H (")} /dQ)

14 """""" o e —p=0.29]
TP E— — . N |
; ; 1 ; P | p=049
10 P e —— 2 0,59 |
PR S . N . ——p=069]
: : : : : p=0.79
B S | I S =089
Py R E— S ARSI N - p=099|
i ’ | Vi ' i :
] Bt s B et I
] S s 1
| | | | | | | _2 ; | | | | ; |
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3
Q Q
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sonderfalle: Spiegelbildliche Nullstellenpaare — Teil 1

Null- bzw. Linearphasenanteile — Teil 1:

Sollten einige Null- bzw. Polstellen eine besondere Betrags- und Phasenbeziehung zueinander aufweisen, so kann dies zu
besonderen Systemen fuhren. Wir betrachten zunachst spiegelbildliche Nullstellenpaare.

QO Fir kontinuierliche Systeme gilt U Fir diskrete Systeme gilt
dabei: dabei:
S0,2 = —50.1- 202 = *i
20,1
20,2 = *L = i ejQ“
V4
Im{s} A Im{z} a 0,1 Po

20\1 — IOD eJQO ’ ---------

\ ,  W—
Y / P

50,1 50,2 = *58,1 Re{z}
Re{s} et
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sonderfalle: Spiegelbildliche Nullstellenpaare — Teil 2

Null- bzw. Linearphasenanteile — Teil 2:
Flir die Betrdge (jene, die fur die Frequenzgangliberlegungen wichtig sind) gilt dabei folgendes fir ...

U ... kontinuierliche Systeme: U ... diskrete Systeme:

jw = s0,1| = |jw — s0,2] Vw. |€jQ — Z0,1| = po |7 — 20,2 VL

Interessanter ist hierbei allerdings die Phasenbetrachtung. Dabei ergibt sich fur ...

Q ... kontinuierliche Systeme:
arg{jw — sp1} =7 — arg{jw — s02}
—
arg{jw — 50,1} +arg{jw — sp2} =7 Vw.
T konstant!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sonderfalle: Spiegelbildliche Nullstellenpaare — Teil 3

Null- bzw. Linearphasenanteile — Teil 3:

Q ... diskrete Systeme:

. . . 1.
al‘g{[ejﬂ — po e’ ][ — — BJQO]}
Po

1 .
eJ'EQ el280 _ (po 4+ p_) 63(94—90)}
0

= arg{
— arg{eJ(SHQo) 63(9 Qo) 4 o=i(Q2=Q0) _ (po + _)]}

1
= arg 83(Q+QO) QCOS(Q — Qo) — (PO + —)] }

s

reell

= arg{ej(ﬂ"'ﬂf’}}
= O+ Q.
D (affin) linear in Bezug auf die Kreisfrequenz!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sonderfalle: Spiegelbildliche Nullstellenpaare — Teil 4

Null- bzw. Linearphasenanteile — Teil 4:

Zusammengefasst kann man sagen, dass solche Nullstellenpaare ...

O fir kontinuierliche Systeme O fir diskrete Systeme einen
keinen Beitrag zur Phase linearen Beitrag zur Phase
liefern (eine sog. ,,Null-Phasen- liefern (eine sog. , Linear-Phasen-
Konfiguration®). Konfiguration®).

Entsprechende Uberlegungen gelten natiirlich auch fiir entsprechende Polstellenpaare.
Diese sind aber aus Stabilitatsgriinden nicht zulassig!
Da Nullstellen fir stabile kontinuierliche bzw. fur kausale diskrete Systeme allein nicht vorkommen, folgt ...

Q ... daraus, dass es keine U daraus, dass es diskrete linearphasige
kontinuierlichen Nullphasen- Systeme gibt, wenn man auf geeignete
systeme gibt! Weise Polstellen erganzt
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Sonderfalle: Spiegelbildliche Pol-Nullstellen-Paare — Teil 1

Allpassanteile — Teil 1:

Nachdem zuvor gleichartige Pol- bzw. Nullstellenpaare betrachtet wurden, sollen nun spiegelbildliche Pol-Nullstellen-Paare
betrachtet werden. Hierbei gilt fir ...

Q ... kontinuierliche Systeme: Q ... diskrete Systeme:
N 1
850 = —Sqo- <0 = %
20 = Po
Im{s} Im{z}‘l
A Zoo = Poo ejﬂw o i 6on _____________________
Po
— |
Do =T — Poo
Poc A\ o =
‘;\oc t‘;O = —S8 Zc “-.\‘
\ Re { s } / R

Eindeutige Zuordnung von Pol- bzw. Nullstelle, da die Polstelle auf der linken s-Ebene bzw. im Einheitskreis (z-Ebene) aufgrund der
Stabilitdtsforderung liegen muss!

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Spiegelbildliche Pol-Nullstellen-Paare — Teil 2

Allpassanteile — Teil 2:

Flir die Betrdge (jene, die fur die Frequenzgangliberlegungen wichtig sind) gilt dabei fir ...

O ... kontinuierliche Systeme: O ... diskrete Systeme:
W — el — 2
—bw il =1 Vw. |QU| = po VL
|jw_300‘ |€J —zOO‘

Weniger interessant ist hierbei die Phasenbetrachtung. Aus der Betragstiberlegung folgt aber, dass System mit

spiegelbildlichen Pol-Nullstellen-Paaren (einen allgemeinen Phasenbeitrag) und keinen Beitrag zum Betragsverlauf (aul3er
einem konstanten Faktor) liefern.

Systeme, die nur Pol-Nullstellen-Paare in dieser Konfiguration enthalten, besitzen demnach einen konstanten

Betragsfrequenzgang. Sie reproduzieren alle Frequenzanteile mit unveranderten Amplituden (die einzelnen Null- bzw.
Polstellenbetrage konnen durch einen Korrekturfaktor kompensiert werden) und heilRen deshalb Allpass-Systeme.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Spiegelbildliche Pol-Nullstellen-Paare — Teil 3

Allpassanteile — Teil 3:

Bemerkungen:
U Systeme, die zum Teil solche Konfigurationen aufweisen, besitzen sog. Allpass-Anteile.

U Durch Hinzufiigen von Allpass-Anteilen dndert sich der Phasenverlauf, nicht aber der Betragsfrequenzgang.
Dies wird z.B. verwendet, um den Gruppenlaufzeitverlauf von Systemen naherungsweise konstant zu bekommen,
d.h. einen naherungsweise linearen Phasenverlauf zu erzeugen.

Q Allpass-Systeme/-Anteile sind offenbar stabil realisierbar.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme —Teil 1

Minimalphasige Systeme:

Systeme ohne Allpassanteile besitzen Nullstellen, die alle ...

U ...inder linkens-Ebene, d.h. Q ... im Einheitskreis, d.h.
Re{soju} <0 VYpu, |Zo,u‘ <1 Vu,
liegen (fur kontinuierliche liegen (fur diskrete
Systeme). Systeme.

Solche Systeme nennt man minimalphasig.

e O..._

I Im{s} Almm{z}

O
O

Re{s} - Re{z}

i
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme — Teil 2

Maximalphasige Systeme:

Systeme, deren Nullstellen alle ...

Q ...in der ,rechten” s-Ebene O ... auRerhalb des Einheitskreises
liegen, d.h. liegen, d.h.
Re{sﬂ,u} >0 VYu, |ZO,;L‘ > 1 Vp,

heiBen maximalphasig.

A Im{s} “Im{z}
e o
o o °
o > o—
Re{s} ‘1 Re{z}
o (o]
o
QT B o<
Daraus folgt: Stabile

Allpdisse sind offenbar
maximalphasig!

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme — Teil 3

Gemischtphasige Systeme — Teil 1:

Systeme, mit Nullstellen ...

A ... sowohl in der linken als Q ... sowohl innerhalb als auch
auch in der rechten aulBerhalb des Einheitskreises
s-Halbebene (kontinuierliche in der z-Ebene (diskrete
Systeme) Systeme)

heiBen gemischtphasig.

Jedes gemischtphasige System kann zerlegt werden in einen minimalphasigen Anteil und einen Allpass-Anteil
(siehe kontinuierliches Beispiele auf der nachsten Folie).

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme —Teil 4

Gemischtphasige Systeme — Teil 2:

Beispiel fur die Zerlegung eines kontinuierlichen Systems mit der Ubertragungsfunktion H(s):

Im{s} Im{s} Im{s}
A . A
o o%” x o
X X
x © x ©
Re{s} Re{s} Re{s}
X X (e} x X (@]
o OV X @)
H(S) = Hminphas (3) : Hallpass (8)

Alle Pole in der linken Pole bleiben, alle Null- Die zusditzlichen Nullstellen
Halbebene (wg. Stabili- stellen in der linken Halb- werden durch Polstellen
tdit), Nullstellen sowohl ebene bleiben, Nullstellen kompensiert und die

in der linken als auch in der rechten Halbebene bisher noch fehlenden Null-

in der rechten Halbebene. werden an der imagindiren stellen werden ergdinzt.
Achse gespiegelt.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme — Teil 5

Gemischtphasige Systeme — Teil 3:
Hierbei gilt:

QO Fir den Betragsfrequenzgang ergibt sich:

|H(j£d) | — |Hrninphas (]LU) ’ lHallpalss (]w)|J — |Hrninphas (]w) ’ .

=1Vw

U Die zuséatzlichen Pole in Hajipass(s) und die zusatzlichen Nullen in Hyinphas(s) kiirzen sich bei der
Multiplikation/Kaskadierung.

Bemerkungen:

0 Man kann zu jedem gemischtphasigen System ein minimalphasiges System mit identischem Betragsfrequenzgang finden.

0 Man kann jedes System in seinem Phasenfrequenzgang verandern, ohne den Betragsfrequenzgang zu beeinflussen,
indem man Allpassanteile erganzt.

Analoge Uberlegungen gelten fiir diskrete Systeme!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme — Teil 6

Gemischtphasige Systeme — Teil 4:

Beispiel fur ein diskretes System:

o
\/
|
\4
[ ]
\/

H(Z) Hminphas(z) Hal]pass(z)

Bestimmen Sie den minimalphasigen und den Allpass-Anteil des Systems!

Lésung (nach eigener Bearbeitung) an der Tafel!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Sonderfalle: Minimal-, maximal- und gemischtphasige Systeme — Teil 7

Reine Allpasssysteme:

Reine Allpasssysteme haben wegen ihrer symmetrischen Pol-Nullstellen-Abhangigkeiten auch Symmetrien in ihrer
Darstellung als gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen. Insbesondere gilt fiir reelle Allpasssysteme, dass es zu
jedem komplexen Pol-Nullstellenpaar auch ein entsprechendes konjugiert komplexes Pol-Nullstellenpaar geben muss.
Das heildt, reelle Allpasssysteme bestehen aus folgenden Grundelementen:

O Fir kontinuierliche Systeme: O Fir diskrete Systeme:
s — 0g Z = pPo
- H.,,1(z) = K4 ———,
Hap () K P p.1(2) o T
(s = 50) (s — 5) ) (e — 2
Hap,Q(S) = K : Hap,Q(Z) = K> (Z ZO) (Z ZO)

(54 55) (5 + 50) (=) =)

Durch diese besondere Form der Basisallpasse konnen reelle, reine Allpassfilter in folgende Form gebracht werden
(IV(...) ist dabei ein entsprechendes Polynom in s bzw. z):

Hap,reell (Z) = K

Hap,reell (5) = K

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Frequenzselektive Filter — Teil 1

Allgemeines:

Frequenzselektive Filter lassen nicht alle Frequenzkomponenten mit unveranderten Amplituden-Reaktionen zum Ausgang
gelangen. Sie betonen bestimmte Anteile und schwachen andere ab oder unterdriicken bestimmte Anteile vollstandig.

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 1:

Die bekanntesten Filtertypen diirfen Tiefpass-, Hochpass-, Bandpass- und Bandsperrfilter sein. Sie versuchen bestimmte
Frequenzen bzw. Frequenzbereiche , durchzulassen” und andere Frequenzen bzw. Frequenzbereiche zu ,sperren”.

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Frequenzselektive Filter — Teil 2

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 2:

Reelle, ideale, kontinuierliche Filter

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

|H (jw)|
A
Tiefpass
1
J_|—, w
0
[H (jw)|
A
Bandpass
j | _|_
EEE— 0 ()]

i
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A
Hochpass
1
Qﬂ ) w
|H (jw)|
A
. Bandsperre
O i w
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Frequenzselektive Filter — Teil 3

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 3:

Reelle, ideale, diskrete Filter

[H ()]
A
1 Tiefpass Hochpass
T ; === 0 | p==t )
U 27 T 27
[H (")
A
1 Bandpass Bandsperre
""" - | Fe=mst | U | >0
T Qar s 27

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Frequenzselektive Filter — Teil 4

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 4:

Beispiel fur ein zeitdiskretes Tiefpassfilter mit Polen und Nullstellen:

Impulsantwort Betragsfrequenzgang

T T T T T T 0

-20

-40

dB

-60

-80

-100

02 i i i i i i i i i i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Koeffizientenindex Qfn

Pol-Nullstellen-Diagramm

Gruppenlaufzeit

Takte

) S T S S S S B e i :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 15 -1
Qln
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Frequenzselektive Filter — Teil 5

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 5:

Beispiel fur ein phasenminimales zeitdiskretes Tiefpassfilter:

Impulsantwort Betragsfrequenzgang
05 ! ! ! ! ! !
. R
1 S s e
T
: : : : : : %
mTT ----- TT ------ s S S
) , , , , , o ) AU U AN SR A S 1! A0 VAT T SR T T 00 F AN
C Pla: |9 PP 99 oo ef9
0 mlf’ [T 8 ee vwoom
el 1 A fronconsee oo boooneeea boeeeeeoes o
0.2 i i i i i i -100 i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Koeffizientenindex Qln
Gruppenlaufzeit Pol-Nullstellen-Diagramm
20 T T T T T T T T T T T
: 3 : : : : : : : L S - N S S 7
I BT A R
e PO
0.5 --mmeeees e RS IR Rt AR .
@ o
Q —— L] i H
£ N ; ; 32 4. 0
K £ g ¢t
L o
LR bedpoonoodeeeeees o
Poe
a
B,
0 \ i i i i i i i “pe 0%“
0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1 15 -1 05

Qfn
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Frequenzselektive Filter — Teil 6

Ideale und reale frequenzselektive Filter — Teil 6:

Beispiel fur ein linearphasiges zeitdiskretes Tiefpassfilter:

Impulsantwort Betragsfrequenzgang
0.5 ! ! ! ! !
R R e e e
03
e
: : : : : m
S P IS D
aPe ilg & ole oPa
o<—gm-""—o-5: 7% lu UlT T
1 St e I
02 i i i i i i -100 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Koeffizientenindex Qln
Gruppenlaufzeit Pol-Nullstellen-Diagramm
20 T T T T T T T
1 ; ; ; ; ; : : L R S RELEEE
151 b b booooo Rt SRSOURLEEREES : :
| : : : : : : : | 0.5 proeee g
2 R . | |
= 10}------ L TR AR [ R - :
K N A S R E° 5
A O S - —
] A S e s S B i
! ! ! ! ! ! ! ! ! o I S %_
0 i i i i i i i i \ i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 -1.5

Qlm
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 1

Begriffserkldrungen:

Unter dem Begriff des Einschwingens eines Systems versteht man die Systemreaktion auf eine pl6tzliche,
einmalige Anderung der Anregung. Dies kann z.B. die Reaktion auf ...

O einen Impuls ( = plétzlicher StoR, dann wieder Ruhe) sein. Dies wird durch die Impulsantwort hg(...) beschrieben.
O einen Sprung ( = plétzliche Anderung, dann Konstanz) sein. Dies wird durch die Sprungantwort h_1(...) beschrieben.

U eine geschaltete Exponentielle ( = ab einem bestimmten Zeitpunkt wird eine verallgemeinerte Schwingung auf den
Systemeingang gegeben) sein. Dies kommt z.B. beim Einschalten einer Wechselspannungsquelle vor.

U ein allgemeines Signal, das zu einem festen Zeitpunkt eingeschaltet wird.

Unter bestimmten Annahmen Uber das System bzw. das Anregungssignal kann das Einschwing-verhalten bereits mit den
bisher bekannten Methoden beschrieben werden.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 2

Bestimmung des Einschwingverhaltens — Teil 1:

Nimmt man an, dass die Ubertragungsfunktion des Systems gebrochen-rational ist, so konnten wir bereits dessen
Impulsantwort bestimmen. Es gilt fir kontinuierliche Systeme

hg(t) = By (50(t) + Z Z B#’KJ S0t 5_,.;(75)

pn=1r=1
und fur diskrete Systeme

ho(n) = BO'YO +ZZBMZ” k=41 (Rfl) f}/il(n—iiﬁ—l).

pu=1r=1

Durch Integration
t

ho(t) = / ho(7) dr

T=—00

kann hieraus die Sprungantwort von kontinuierlichen Systemen bestimmt werden d.h. es ergibt sich:
t

h_1(t) = Byé- +ZZBM ‘ e=n §_,.(T)dr = +ZZBM‘ e*=nT §_,. (1) dr.
=1 r=1 @ =1 r=1 @

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 3

Bestimmung des Einschwingverhaltens — Teil 2:
Fir diskrete Systeme ergibt sich aus der Impulsantwort

ho(n) = Byvyo(n +ZZB”ZH rtl (,{nl) y—1(n — K+ 1)

pu=1r=1

durch Summation die Sprungantwort:

Z ho(i).

1=—00

Fiir den oben dargestellten Fall von gebrochen-rationalen Ubertragungsfunktionen ergibt sich somit:

0 H n .
T— kK t .
h_l(n) = BO ’\/_1(71) + E E B,u Zoo,,(j_l (KJ . 1) ’7_1(2 — K+ 1)

pu=1r=1

S SEES 3 3 Sl =al ()
n=1r=1 @
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 4

Bestimmung des Einschwingverhaltens — Teil 3:

Will man vermeiden, das Integral bzw. die Summe, die sich aufgrund der Berechnung aus der Sprungantwort aus der
Impulsantwort ergab, explizit zu bestimmen, so kann auch eine entsprechende Rechnung im Laplace- bzw. z-Bereich
erfolgen. Die Faltung mit einem Sprung entspricht der Multiplikation mit

e Transformierte Sprungfunktion

H 1(s) = H(s)~

S
\ Transformierte Impulsantwort
fir kontinuierliche Systeme bzw. mit

e Transformierte Sprungfolge

z—1

N\

fur diskrete Systeme. Das Ergebnis bleibt dabei gebrochen-rational, so dass man hierauf wiederum eine
Partialbruchzerlegung anwenden kann und direkt die Sprungantwort ablesen kann.

Transformierte Impulsantwort

1 .
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 5

Bestimmung des Einschwingverhaltens — Teil 4:

Ist das Einschwingverhalten flir geschaltete Exponentielle, fir geschaltete modulierte Rampen oder ahnliche Signale von
Interesse, so kann einfach in der vorigen Uberlegung die Transformierte des Sprungs durch eine entsprechende
Transformierte ersetzt werden:

1 . 1 1
s S — Ss0 (8—850)2 7
bzw.
2 2 2 Zoo
z—1 2= 200 (2= 200)?’

Man erhalt damit wieder eine gebrochen-rationale Spektraldarstellung, die mit den bekannten Methoden in den
Zeitbereich transformiert werden kann.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 6

Bestimmung des Einschwingverhaltens — Teil 6:
Kann das Spektrum (bzw. die Ubertragungsfunktion) des Anregungssignal des Systems ebenfalls als gebrochen-rationale
Funktion dargestellt werden, so ergibt sich auch fir das Ausgangssignal des Systems eine gebrochen-rationale
Ubertragungsfunktion.

Zerlegt man diese mittels einer Partialbruchzerlegung, so entstehen Anteile, die entweder von Polen des Systems oder von
Anregungssignal herriihren. Den erstgenannten Anteil nennt man des Einschwinganteil (System), der zweitgenannten

Anteil wird Erregeranteil (Anregungssignal) genannt.
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 7

Einschwingverhalten idealer Filter — Teil 1:

Gemal der bisherigen Beschreibung werden ideale Filter durch ihren Frequenzgang beschrieben. Aus diesem Grund findet fir
die Bestimmung des Zeitverhaltens auch die Fourier-Transformation (anstelle der Laplace- bzw. z-Transformation) Anwendung.

Fir ein ideales Tiefpassfilter gilt beispielsweise ...

U im Kontinuierlichen: 1 im Diskreten:
L, |w| <wg Q Q 1, 9 <Q,
. o . - 9 = ’ H i — H i —
H(jw) = [H(jw)| = { 0. somst. () = [H(™)] 0. sonst.
H(jw) A H(‘EJQ)A
1 1

:
:
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 8

Einschwingverhalten idealer Filter — Teil 2:

Fir kontinuierliche ideale Tiefpassfilter kann die Impulswort durch Anwendung der inversen Fourier-Transformation
bestimmt werden:

ho(t) = f—l{H(jw)} - % 7 H(jw) &t duw.

W=—00

Lésung (nach eigener Bearbeitung) an der Tafel!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 9

Einschwingverhalten idealer Filter — Teil 3:
Fir ein ideales diskretes Tiefpassfilter ergibt sich analog zur kontinuierlichen Herleitung:

Qy sin(Qyn)

T an

ho(n) =

Wie bei der kontinuierlichen muss auch hier der Stelle t = 0 bzw. n = 0 besondere Beachtung geschenkt werden.
Zum einen konnte man die Regel von |‘H6pital anwenden, zum anderen gilt aber auch

ho(t=0) = % / H(jw) duw

W=—00
N

-~

Flache unter H(jw)
1 W
= —2 = =,
27 “e T

Analog dazu gilt fur diskrete ideale Tiefpassfilter
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen
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Einschwingvorgange — Teil 10

Einschwingverhalten idealer Filter — Teil 4:
Analysiert man hy(t) weiter, so stellt man fest, dass es dquidistante Nullstellen wegen des Sinus-Terms im Zahler der

Impulsantwort gibt. Die erste Nullstelle entsteht bei wyty = =, d.h. der Abstand der Nullstellen betragt:

tp = —.
We

Skizze der Impulsantwort:

A\ 4
~

System ist nicht kausal!
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Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Einschwingvorgange — Teil 11

Einschwingverhalten idealer Filter — Teil 5:

Die Sprungantwort h_(...) ergibt sich durch Integration bzw. Summation der Impulsantwort hg(...).

Skizze fur den kontinuierlichen Fall:

—2ty  —tg lo 20
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Lineare Systeme

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

AbschlieRende Zusammenfassung

Q Signale und Systeme — Einflihrung

U Signale

L Spektraldarstellungen determinierter Signale

QU Lineare Systeme
O Reaktion auf Elementarsignale
[ Reaktion auf beliebige Signale
L Zusammenhange zwischen den SystemkenngrofRen
O Stabilitat linearer Systeme
U Besondere Symmetrien bei reellwertigen Systemen
O Gebrochen-rationale Ubertragungsfunktionen

L Modulation
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