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Fourier-Transformation
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Definition und Begriffsklarung — Teil 1

Definition:

Q Die inverse Fourier-Transformation ist folgendermaf3en definiert:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
21 ' Qo
S Q=—mn

N /

w,Unendlich dichte” Uberlagerung von
harmonischen Exponentialfunktionen.

O Die oben genannten Transformationsgleichungen stellen Verallgemeinerungen der Fourier-Reihe bzw. der Diskreten
Fourier-Transformation dar, wobei

2m

Q anstelle von ,,abzahlbar unendlich“-vielen diskreten Frequenzenw, = p T
. . . 27
Q bzw. ,endlich® vielen diskreten Frequenzen,, = pu i

nun ,nicht-abzidhlbar unendlich” viele Frequenzen im Frequenzbandw € R bzw. Q2 € [—7, 7|, @ € R vorkommen.
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Fourier-Transformation
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Definition und Begriffsklarung — Teil 2

Anmerkungen - Teil 1:

Q Die GroBen V (jw) bzw.V (e’*}) sind analog zu den bisherigen Uberlegungen als ,, komplexe Amplituden* der
harmonischen Exponentialfunktionen zu sehen. Sie miissen ,geeignet gewahlt” werden.

Q Bezeichnung der Funktionen V (jw) bzw. V (&/%):

Betrachtet man zunachst z.B. die inverse Fourier-Transformation fir diskrete Signale und achtet dabei auf die
Dimensionen der einzelnen Komponenten, so erhalt man

™

v(n) = L / V(') e dQ .

~— 21 ~—
~N0=—x

\\ ... mit der Dimension einer Frequenz.
... dimensionslos.
... gesucht!
... dimensionslos.

... mit der Dimension eines Signals.
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Fourier-Transformation
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Definition und Begriffsklarung — Teil 3

Anmerkungen - Teil 2:

Q Bezeichnung der Funktionen V (jw) bzw. V (e/*):
Basierend auf den Uberlegungen der letzen Folie kann die Dimension von V (jw) bzw. V (e/%}) als
Amplitude / Frequenz
angegeben werden. Die GroBenV (jw) bzw. V(e’*!) werden daher auch als
Amplitudendichte
bezeichnet.
Definition:

Q Die Amplitudendichten werden mittels der Fourier-Transformation bestimmt.

Q Fur kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
V(jw) = / v(t) e 7 dt. V(') = Z v(n) e 70",
t=—oc n=—0o0
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Fourier-Transformation
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Definition und Begriffsklarung — Teil 4

Bezeichnungen:

a Die Verteilung der Exponentialanteile Gber den Frequenzen w bzw.Q) wird als Spektrum bezeichnet.
Dieses wird mittels der Fourier-Transformation der Signale v(...) bestimmt. Die Bestimmung der Spektralanteile wird
auch als Spektralanalyse bezeichnet.

Q Haufig wird auch folgende Kurznotation verwendet:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
V(jw) = F{u(t)} bzw. V(e = Flu(n)} baw.
V(jw) o v(1), V(') e—ou(n),
v(t) = FHV(jw)} bzw. v(n) = f_l{V(em)} bzw.
v(t) o—e V(jw). v(n) o—e V(e/*).
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Fourier-Transformation

Periodizitaten — Teil 1

Offensichtliche Entsprechungen:

QA Fourier-Transformation

> Fourier-Reihenkoeffizienten

fur kontinuierliche Signale <

0. @]

V(ijw) = / v(t) e 7t dt

t=—0o0

Q Fourier-Transformation

1 to+T
= 7 / ’U(t)e*j“%ﬁtdt
t=tg

fur diskrete Signale <

oo

V(ejQ) = Z v(n)e_jQ”

n=—oo

- DFT-Koeffizienten

M—1 .
Vir(e) = Y vlm) e

n=0

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

... aber fiir I' — oo bzw. M — oo, d.h. fiir unendlich lange Perioden. Damit sind die Transformationen fiir nicht-periodische

Signalev(t) bzw. v(n) geeignet.

... Der Frequenzabstand 2r /I’ bzw. 27 /| M geht hier gegen 0, d.h. die Frequenzen w bzw. () sind unendlich dicht beieinander.

4
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Fourier-Transformation
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Periodizitaten — Teil 2

Periodizitdt des Spektrums diskreter Signale:

Q Ersetzt man 2 durch(2 + A 27 in der Definition der Fourier-Transformation fir diskrete Signale, so ergibt sich:

o0
V(ej(ﬂ+)\27r)) — Z ’U(?’L) e—j(QJr)\ 2m)n
nN=—0oco
... Exponentialterm aufteilen ...
o0
— Z ’U(n) 6—an e—j)\ 2mn
——
n=—00 —1Vn,A\EZ
- ... Vereinfachung einsetzen ...
= Z v(n)e N = V(e/?).
n=—0oo

D.h. die Spektren diskreter Signale sind 2r—periodisch bzw. M —periodisch (falls die Signale zusatzlich noch periodisch
[mit Periode M ] sind).
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Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Periodizitaten — Teil 3

Symmetrien zwischen Zeit- und Frequenzbereich — Teil 1:

Q Es konnen auch periodische Funktionen mit Variablen # ¢ in Fourier-Reihendarstellung gebracht werden.
Das gilt auch fiir V(e/*}). Dies kann als 2r—periodische Funktion liber der kontinuierlichen Variable Q aufgefasst werden, d.h.
2T 27

= u= =L
s Hor = H

Damit kdnnen folgende Reihenkoeffizienten berechnet werden:

Q0+27F Qo+2ﬂ'
1 . . T 1 . .
Cu = 5 [ V(e e itz g0 = o / V(e??) e IH2 4Q,
Q=0 Q=0

Fourier-Reihenentwicklung fiir kontinuierliche Signale

Fir n = —u und ¢ = —7 ergibt sich:

17 o
Con = 5 / V(e e dQ = wv(n).

Q=—
" Das heift: die Signalwerte v(—n) entsprechen den Fourier-Reihenkoeffizienten des

periodischen Spektrums V (¢7*}) !
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Fourier-Transformation
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Periodizitaten — Teil 4

Symmetrien zwischen Zeit- und Frequenzbereich — Teil 2:

Q Die in der vorigen Folie aufgezeigte Symmetrie der Betrachtungen im Zeit- und Frequenzbereich gilt sehr allgemein.
Hier lasst sie sich insbesondere in folgendem Zuordnungsschema darstellen:

Signal Spektrum

v(l) : kontinuierlich, nicht periodisch nicht periodisch, kontinuierlich: V (jw)
v(t) : kontinuierlich, periodisch nicht periodisch, diskret: ¢,
v(n): diskret, nicht periodisch periodisch, kontinuierlich : V' (¢/*?)
v(n): diskret, periodisch periodisch, diskret: V(1)

l .
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 1

Frage — Teil 1:

O Warum ist in der ,,verallgemeinerten Summen-Darstellung” der Signale v(¢) bzw.v(n) (inverse Fourier-Transformation)
gerade der Ausdruck V (jw) bzw. V (¢/?) gemaR der Fourier-Transformation einzusetzen?

Hier ist die Antwort dahnlich wie bei der Fourier-Reihenentwicklung:

O Zundchst definiert man eine das Signal approximierende Funktiong(t) bzw. eine Folge g(n) gemaR

g(t) = L / V(jw) e?“t dw

2

w=—wg \

»Summe” von Exponentialanteilen in begrenztem Frequenzband (< o ).

»Summe” von Exponentialanteilen in begrenztem Frequenzband (< 27 ).
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 2

Frage - Teil 2:

Q Anschliefend wird v(...)durch g(...) nach dem Kriterium , kleinster, mittlerer, quadratischer Fehler” approximiert:

n=—oo

€ = /"U(t)—g(t)fdt bzw. € = Z ”U(n)—g(n)|2.

O Die Definition des Signals g(...) liefert zusammen mit dem Optimierungskriterium gerade die Fourier-Transformation
fur die frei wahlbaren Funktionen V' (...).

Dies geht nicht mehr einfach nur durch Ableiten nachV (...) und Nullsetzen der Ableitung wie bei den diskreten
freien Parametern c,, bzw. Vi (11)! Hier wird ein sog. Variationsansatz notwendig.

O Das Ergebnis gilt dabei fur jede Grenzfrequenz w, < oo bzw. Q, < 7 und liefert
dabei minimalen Fehler €, !
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 3

Fehlerbetrachtung:

0 Ahnlich wie bei der Herleitung der Fourier-Reihe und der Diskreten Fourier-Transformation ergeben sich einige
interessante Zusammenhdnge zwischen ,,Zeit“-Signaleigenschaften und Spektren aus der Betrachtung des kleinsten,
mittleren, quadratischen Fehlers.

Fir die Gesamtenergie gilt ...

... im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:
2 = 2
w,(00) = / o(t)|? dt. w(o) = 3 |om)
t—— 0 n—=—oo

Analog gilt fir die Gesamtenergie des approximierenden, bandbegrenzten Signals:

oo

wy(00) = ] 9(8)] dt we(o) = 3 |g(m)|’
t:_oo Wy ) P
1 2 1 ONE:
=5 [ VG o -5 | e
w=—w,g Q=—0Q,
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 4

Bessel‘sche Ungleichung:

0 GemalRk des Optimierungskriteriums gilt ...
.. im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:

€min = Wy(00) —wy(c0) > 0. €min = Wy(00) —wy(o0) > 0.

AN /

Aufgrund des quadratischen Fehlerkriteriums

Damit gilt dann auch ...

.. im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:
oo Wy o Qg
2 1 L2 1 O (2
/ lv()|" dt > gy / [V (jw)|” dw. Z lv(n)|” > —ﬂ_ / -7Q)| dQQ.
t=—00 w=—wy n=-—oo = ¢

Dies wird als Bessel‘sche Ungleichung der Fourier-Transformation bezeichnet ...

l .
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 5

Parseval‘sche Gleichung — Teil 1:

0 Bildet man die Grenzibergange wy, — oo bzw. 2, — 7, so erhalt man ...

... im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:
1 . 2 1 r JONE:
wy(00) = 5 |V (jw)|” dw = wy(c0). wg(00) =5 [V (e7)|"dQ = w,(c0).
W=—00 Q=—m

Dies wird als Parseval‘sche Gleichung der Fourier-Transformation bezeichnet ...

Daraus folgt ...

... im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:

Flrwy, — 0o ist €min = 0. Fur Q, — mist €in = 0.

D.h. die bandbegrenzte Approximation durch g(...) wird zur fehlerfreien Identitéit bei Wegfall der Bandbegrenzung!
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Fourier-Transformation
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Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung und Orthogonalitat — Teil 6

Parseval‘sche Gleichung — Teil 2:
Q Fir die Bestimmung der Signale aus den Fourier-Spektren ergibt sich dann ...

... fir kontinuierliche Signale: ... fir diskrete Signale

1 7 17 o
— Jjwt - 7 _i0n
= 3 / (jw) e?“" dw. v(n) = / V(e?™) e?* ™ dS).

/ : /o

Gilt exakt fast iiberall — mit Ausnahmen Gilt exakt iiberall — bei Folgen gibt es
an Unstetigkeitsstellen (allerdings keine Unstetigkeitsstellen!

tragen diskrete Punkte auf der t-Achse

nichts zum Fehlerintegral bei).

l .
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Fourier-Transformation
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

Q In welche ,,Schwierigkeiten” geraten Sie, wenn Sie das Signal v(t) = 1+ sin(wpt) Fourier-transformieren wollen?
Was kdnnen Sie stattdessen tun, wenn Sie Informationen Uber das Spektrum dieses Signals erhalten wollen?

l .
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Fourier-Transformation
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Existenzbedingungen — Teil 1

Herleitung der Existenzbedingungen — Teil 1:

0 Die Berechnungen von V (jw) bzw. V (¢/*}) beinhalten Integrale bzw. Summen iiber unendlich ausgedehnte Funktionen
bzw. Folgen. Es ist nicht selbstverstandlich, dass diese Integrale bzw. Summen existieren (im Sinne endlich groRer
Funktionswerte fiir beliebige Werte von w bzw. §2).

Fordert man endliche Funktionswerte, so muss Folgendes ...

... fir kontinuierliche Signale gelten: ... fur diskrete Signale gelten:
V(jw)| = / o(t) e dt V() S () emin
t=—c0 n=—oc
< M < . < M < oo

l .
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Fourier-Transformation
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Existenzbedingungen — Teil 2

Herleitung der Existenzbedingungen — Teil 2:

Q Die Betrage der Integrale bzw. der Summen kann man wie folgt abschatzen:

/U(t)tﬁ_jwtdt < /‘”U e~ 3““”5|dt Z v(n)e 70| < Z v(n)| |e_39”‘
t=—00 t=— 00 n=—o0 n——o00
/ v(t)] dt = nzzmv(n)l
t=—o0
0 Damit gilt dann ...
.. im Kontinuierlichen: ... im Diskreten:
V(jw)| < f|fu(t)|dt. Ve < Y Jum).

t=—00

l .
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Fourier-Transformation
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Existenzbedingungen — Teil 3

Herleitung der Existenzbedingungen — Teil 3:

0 Die bisherigen Uberlegungen kénnen wie folgt zusammengefasst werden:
Wenn gilt,

/ lo(t)|dt < My < oo,

t=—oc

d.h. v(t)ist absolut integrierbar, bzw. wenn gilt

00 Diese Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig!
Z |v(n)| < My < o0, Da gemdf3 der Herleitung lediglich
n=—0oco
V(jw)| < / o(t)| dt.
d.h. v(n)ist absolut summierbar, dann existiert auch und = oo
die zugehorige Fourier-Transformation. V()| < i fu(n)].

gilt, kann das Spelgﬁl;r%o Werte kleiner als cc annehmen,
selbst wenn die Bedingungen links verletzt sind.

l .
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 1

Linearitdt:
Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
Vlsg(jw) = f{vlag(t)}. Vl,g(ejﬂ) = f{vl,g(n)}.
Es gilt dann fir die Transformation Es gilt dann fiir die Transformation
des zusammengesetzten Signals: des zusammengesetzten Signals:
f{al vl(t)+agvg(t)} f{al vl(n)—l—agvg(n)}

= a1 Vi(jw) + a2 Va(jw). = a1 Vi(e/?) + ay Va(e/*)

... Das heifit, die Fourier-Transformation ist sowohl im Kontinuierlichen wie auch im Diskreten eine lineare Operation!

l .
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 2

Modulation — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale:

Gegeben:

Vijw) = ]—"{v(t)}.
Hierzu wird eine modulierte
Signalvariante gemald

v (t) = v(t) e

definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Fourier-Transformation
(in Abhangigkeit von V (jw)):

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:

Ve’ = J’E{v(n)}
Hierzu wird eine modulierte
Folgenvariante gemal}

vi(n) = v(n)eStn

definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Fourier-Transformation
(in Abhangigkeit von V (e7%)):

o0

V@) = 3 nin)e

n=—oo

4
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 3

Modulation - Teil 2:

Q Fiar kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Einsetzen ergibt: Einsetzen ergibt:
o0
o0
Vi(jw) = / vi(t) e 7" dt Vi(e®) = > woi(n)e 7"
t=—0o0 n—=-—oo
_ / U(t) e—j(w—wo)t dt — Z ’U(n) e—j(Q—Qo)n
= o0 nN—=——o<
— V(jw—w). = V().
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
]:{U(t) ejwot} = V(j(w—wo)). f{v(n) ejQO”} = V (el

Daraus folgt: Eine Multiplikation mit einem komplexen Drehfaktor im Zeitbereich bewirkt eine Verschiebung im Spektralbereich.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 4

Verschiebung — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale:

Gegeben:

V(jw) = F{v(t)}.
Hierzu wird eine verschobene
Signalvariante gemald

vi(t) = v(t —to)

definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Fourier-Transformation
(in Abhangigkeit von V (jw)):

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:
V(e’?) = Fl{v(n)}.

Hierzu wird eine verschobene
Folgenvariante gemal}

vi(n) = v(n—ng)
definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Fourier-Transformation
(in Abhangigkeit von V (¢?)):

o0

V@) = 3 nin)e

n=—oo
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Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 5

Verschiebung — Teil 2:

Q Fir kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Einsetzen ergibt: Einsetzen ergibt:
Vi(jw) = u(t — to) e3¢t dt Q - 0
14 - 0 Vi(el*s) = Z v(n —mng)e "
t=—00 n=—co
_ e—jwtg / ’U(t . tO) e—jw(t—to) dt _ e—anO Z v(n . nO) e—jQ(n—’n,o)
t=—0c0 n=—oo
... Substitutionvont =t — to und dr = dt ... ... Substitutionvonk =n — ny ...
= e Jwiho / v(T) e I¢T dr = eI Z v(k)e 79
k=—oc0
_ —dwlo V(]UJ) AL V(ejQ).
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
f{’u(t — to)} = ¢ Jwh V(jw). F{U(” - nO)} = e It V(ejQ).

4
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 6

Verschiebung — Teil 3:

Anmerkungen:

0 Eine Verschiebung des Signals dndert nicht die ,,spektrale Zusammensetzung”, d.h.|V(...)|, gedndert wird lediglich
die Phase der Spektralkomponenten. Damit wird die zeitliche Zuordnung der Spektralkomponenten so geandert,
dass an einer verschobenen Stelle (¢ = t5 bzw. n = ng) die selbe Signalform entsteht.

a Die Phasenanderung erfolgt offenbar linear in w bzw. 2, d.h. die Verschiebung wird beschrieben durch eine
additive, lineare Phase.

O Man beachte wieder die Symmetrie, welche bei Vergleich der Verschiebung und der Modulation sichtbar wird:

Q Signal v(...) e’ o—e Verschiebung von V' (...),
Q Spektrum V(...) e/ e—o Verschiebung von v(...).

... Man beachte auch die Symmetrien, die sich bei der Fourier-Reihe bzw. bei der DFT ergeben haben!
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Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 7

Ahnlichkeitssatz bei der kontinuierlichen Fourier-Transformation — Teil 1:
Q Gegeben:
V(jw) = F{v(t)}.
Hierzu wird eine gespreizte bzw. gestauchte Signalvariante gemals

vi1(t) = v(at)

definiert. Gesucht ist nun die zugehorige Fourier-Transformation (in Abhangigkeit von vV (jw)):

oo

Vi(jw) = /U(at)ejmdt

t=—o0

... Umformen des Exponentialterms ...
o0

— / v(at) e It gt

t=—00

e, Fiir negative a miissen zusdtzlich noch die Integrationsgrenzen
... Substitutionvon x = at und1/adx = dt ... g 9 g

00 (und damit das Vorzeichen des Integrals) getauscht werden.
P | 1 w
= / v(r)e et —dxr = —V(j—).
al al a
T=—00
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 8

Ahnlichkeitssatz bei der kontinuierlichen Fourier-Transformation — Teil 2:

Q Zusammengefasst gilt:

Flv(at)} = iV(jg).

la| ~ \"a
Dabei gilt:
Q Eine Stauchung von v(t), d.h. @ > 1, bewirkt eine Spreizung des Spektrums V (jw),
O eine Spreizung von v(t), d.h. ¢ < 1, bewirkt eine Stauchung des Spektrums V' (jw).

0 Ahnliche Uberlegungen kénnen auch fiir Fourier-Reihen durchgefiihrt werden.
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Fourier-Transformation
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Verstandnisfragen — Teil 1

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

O Was passiert im Spektralbereich, wenn Sie statt des Signals v(¢) das Signal v(2¢) transformieren?

O Warum kann man durch zeitliche Streckung oder Stauchung allein, keine Mannerstimme in eine
Frauenstimme verwandeln? Was konnte noch notwendig sein?
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Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen — Teil 2

Beispiel fiir eine Signalverédnderung:

Demoprogramm zur Modifikation von Sprachsignalen (voice morphing) on

Prof. Steve Young,

University of Cambridge
B >

Dr. Hui Ye, o

University of Cambridge L 3 = * | H
¥ Reverb/fEcho Effect DD : 2 [y
¥ Vocal Tract Modification :1 ZU :: D
v Pitch Scale o
I Pitch variation E DU H
¥ Tempo Scale B UU H

Of=
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 9

Symmetriesatz bei der kontinuierlichen Fourier-Transformation — Teil 1:
Q Gegeben:

V(jw) = Flu(®)}.
Nun sei als Signal gegeben:

vi(t) = V(j1).

Gesucht ist nun die zugehorige Fourier-Transformation (in Abhangigkeit von v(t)):

oo

Vi(jw) = / v () e~ dt

t=—0o0
... Einsetzen der Signaldefinition und Umformen ...
o0
1 .
= 2m — V(jt) el =9t gt
5 [ v

t=—o0
N vy
'

v(—w)
... Einsetzen der Definition der inversen Fourier-Transformation ...

= 2mv(—w).
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Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 10

Symmetriesatz bei der kontinuierlichen Fourier-Transformation — Teil 2:

Q Zusammengefasst gilt.
f{V(jt)} = 2rv(—w).

Das heilit:

Q Bis auf den Vorfaktor 27 und eine Vorzeichenumkehr in der Variablen stimmen Transformation und zugehorige
inverse Transformation tberein.

O Dieser Zusammenhang ist nlitzlich bei der Berechnung konkreter Transformationen.
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Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 11

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 1:

Q Eine Zerlegung der Spektren in Real- und Imagindrteile, sowie in gerade und ungerade Anteile ergibt

.. fur kontinuierliche Signale: .. fur diskrete Signale:
V(jw) = Vie(jw) +j Vim(jw); V() = Vie(€®) + j Vi (&),
Vieliw) = 5 [V(jw) + V(~jw) Vee(€1) = ;:V(ejﬂ)vLV(ejQ):
= Vge(—jw), = Vie(e 7).
Vi) = 5[V(iw) = V(i) Vinle?®) = H[Vei®) - v(er®)
= —Vin(—jw). — un(e—jﬂ)_

Analog zur Fourier-Reihe bzw. zur Diskreten Fourier-Transformation konnen Symmetrie-Schemata bestimmt werden.

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 2 Seite 35



Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 12

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 2:

O Symmetrieschemata ...
Q ... fur kontinuierliche Signale:

U(t) — Ure,ge(t) + Ure,un(t) +jvim,ge(t) +jvim,un(t)

O

V(jw) = Vre,ge(jw) + Vre,un(jw) +J Vim,ge(jw) +J Vim,un(jw)-
Q ... fur diskrete Signale:

U(n) = 'Ure,ge(n) + Ure,un(n) + jvim,ge(n) + jvim,un(n)

| =

V(ejg) — ‘/re,ge(ejg) + ‘/re,un(ejﬂ) + .7 Vvim,ge(ejg) + .7 thm,un(ejgy
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 13

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 3:

O Konsequenzen fiir den Spezialfall

v(...) € R,
d.h. vim ge(--) = Vimun(-..) = 0.

Da der Imaginarteil des Signals Null ist, ergibt sich fir die Spektraldarstellungen ...

... von kontinuierlichen Signalen: ... von diskreten Signalen:

‘/im,ge(,jw) = 1/re,un(j(")) = 0. ‘/im,ge(ejﬂ) = I/'1"e,un(€jn) = 0.

Damit ergibt sich fur die Spektraldarstellungen von reellen ...

... kontinuierlichen Signalen: ... diskreten Signalen:

Vi) = Viege(jw) +J Vimun(j), V(E?) = Viege(€?) +j Viman(e/),
‘/re,ge(jw) = RG{V(]L&J)}, <«—gerade —> Re{V(ejQ)} _ ere,ge(ejﬂ),
Vinm(jw) = Im{V(jw)}. < ungerade — Im{V (/%)) = Viy m(e/?).
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 14

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 4:

O Konsequenzen fir den Spezialfall v(...) € R:

Q Umkehrung der ,,Frequenzrichtung”

... fir kontinuierliche Signale: ... fur diskrete Signale:
gerade ungerade gerade ungerade
. — .“ DR 0 T A—jﬂ\ . T 9 TN
V(_jw) = ‘/}e,ge(_]u}) +7 ‘/irn,un(_.jw) V(e ) = ere,ge(e )+.7 Vim,un(e )
- ere,ge(jw) - .] Vvim,un(jw) = ere,ge(ejﬂ) - .] ‘/im,un(ejﬂ)
= V() = Ve,

Daraus folgt: Die Spektren reeller Signale sind hermite-symmetrisch mit einem geraden Realteil und einem
ungeraden Imagindrteil.

O AuRerdem kann — wie bei der Fourier-Reihe bzw. bei der Diskreten Fourier-Trans-
formation — gezeigt werden, dass

0 das Betragsspektrum |V (...)| eine gerade Funktion in w bzw. Q2 ist und dass

Q das Phasenspektrum arg{V(...)} eine ungerade Funktion in w bzw. ) ist.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 15

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 5:

Q Weiterhin kénnen aus den Symmetriebeziehungen (aber auch aus den Transformationsgleichungen) weitere niitzliche
Beziehungen hergeleitet werden. Diese Beziehungen gelten allgemein fiir komplexe Signale

v(...) € C.
... fur kontinuierliche Signale gilt: ... fur diskrete Signale gilt:
U(_t) o—e V(—jCU), U(_n) - V(e_jﬂ)a
v (t) o—e V'(—jw), v'(n) o—e V(e
v (—t) o—e V*(jw). v*(—n) o—e V*(el*).
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 16

Differentiation und Differenzbildung — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
Vijw) = ]:{v(t)}. Ve’ = J’E{v(n)}
Hierzu wird die Ableitung gemald Hierzu wird eine Signaldifferenz gemal
vi(t) = o(t) = %v(t) vi(n) = v(n) —v(n—1)

definiert. Gesucht ist nun die

definiert. Gesucht ist nun die zugehorige - _ _
zugehorige Fourier-Transformation

Fourier-Transformation (in Abhangigkeit

von V (jw)): (in Abhangigkeit von V (&/*})):
vi(t) = % % / V(jw) e dw Vi(e) = Flo(n)} - F{o(n—-1)}
(:O:_OO = f{fv(n)} — eI f{v(n)}
1 . . jwt . o
= o f V(jw) jw] €/“" dw = V() [1—e JQ].

- fl{V(jw)jw}.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 17

Differentiation und Differenzbildung — Teil 2:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
d . L
= v(t) o—e V(jw) jw. v(n) —v(n —1) o—e V(&%) [1—e JQ].

Q Fir die Differenzbildung ergibt sich zunichst keine direkte Ahnlichkeit zur Differentiation.
Man kann aber folgende Umformung anwenden:

v(n) —v(n—1) o—e V(e/?)[1—e 7

= V(ejQ)e_j% [ej% — e_j%]
— V(e e [¢7 — i)

. 0 _
= V(&' 2jsin (E) el
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 18

Differentiation und Differenzbildung — Teil 3:
Q Gilt nun aullerdem ) < 1, d.h. man betrachtet sehr niedrige Frequenzen, dann kann im Diskreten folgende Naherung

angewendet werden:

v(n) —v(n—1) o—e V(e/)2jsin (%) g%

... Einsetzen der Néiiherungensin(z) ~ z bzw. ¢’* ~ 1 firz < 1...

: Q)
~ V(e') 25 5 1
... Vereinfachen liefert ...

~ V(e Q.

Das heifit: Fiir niedrige Frequenzen ist die Differenzbildung eine Nédherung der Differentiation!
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Fourier-Transformation
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

O Welche Eigenschaft gilt im Spektralbereich, wenn Sie bei einem reellwertigen Signal die Zeitachse umdrehen
(v(—t) € R)?

l .
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Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 19

Differentiation im Spektrum — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale:

Gegeben:
V(jw) = F{u(t)}.

Hierzu wird die spektrale Ableitung gemafd
: d .
Vi(jw) = 5 V(jw)

definiert. Gesucht ist nun die zugehorige
inverse Fourier-Transformation (in

Abhdngigkeit von v(t)):
Vi(jw) = < /oov(t)ej‘*’fdt
! dw
t=—0o0
= [ o) e
t=—0o0

= F{v(t) (—jt)}.

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:
Ve’ = J’E{v(n)}
Hierzu wird eine spektrale Ableitung gemal

. d .
Vi(el) = — V(e
1(e%) 70 (e™)
definiert. Gesucht ist nun die zugehorige
inverse Fourier-Transformation

(in Abhangigkeit von v(n)):

Vi(el?) = % Zv(n)e_jﬂn
= ) [v(n) (=jn)] 7"

= f{v(n) (—jn)}.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 20

Differentiation im Spektrum — Teil 2:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
d :
-V (jwo) o0 u(t) (~jt). -5 V(") oo u(n) (~n).

Q Hier ist nun die Symmetrie zwischen kontinuierlichen und diskreten Signalen offensichtlich.

Q Fir Fourier-Reihen und diskrete Fourier-Transformation lassen sich spektrale Differenzwerte Ac,, = c,, — c¢,—1 bzw.
AV (p) = Vag(p) — Vg (o — 1) betrachten und ahnliche Ergebnisse herleiten. Diese Zusammenhange sind aber
weniger wichtig.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 21

Integration und Summation — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
Vijw) = ]:{v(t)}. Ve’ = J’E{v(n)}
Hierzu wird eine Integration gemal} Hierzu wird eine Summation gemal}
t
1 (t) = / ’U(T) dT U1 (n) = Z U(KJ)

definiert (Bauelement , Integrierer”). definiert (Bauelement ,, Akkumulator®).
Gesucht ist nun die zugehorige Fourier- Gesucht ist nun die zugehorige Fourier-

Transformation (in Abhangigkeit vonV (jw)).  Transformation (in Abhéngigkeit von V (e/)):

Folgendes wird dazu als bekannt vorausgesetzt:

Die Integration ist die ,,Umkehrung” der Die Summation ist die ,,Umkehrung” der

Differentiation, d.h. Differenzbildung, d.h.
t

%Ul(t) = % / v(T)dr = v(t). v1(n) —vi(n—1) = Z v(k) — z_: v(k) = v(n).

r=—00 K=—00 KR=—00
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Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 22

Integration und Summation — Teil 2:

Q Daraus ergibt sich fir kontinuierliche

Signale:

d

57)1(15) = o(t).

|

(Jw) Vi(jw) = V(jw).

Zusammengefasst ergibt sich:

f{ j U(T)d’i‘} - V;i“).

T=—00

Q Far diskrete Signale:

vi(n) —vi(n—1) = v(n).

|

Vl(ef’ﬂ)—ﬁ*jQ Vl(ejﬂ) = V(ejQ).

Zusammengefasst ergibt sich:

n

.F{ - ’U(ﬁ:)} — %

K=—0C
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 23

Integration und Summation — Teil 3:

Q Gilt nun aullerdem ) < 1, d.h. man betrachtet sehr niedrige Frequenzen, dann kann im Diskreten folgende Naherung
angewendet werden:

n .
V(el*?)
vin) = ), v(k) o—e 5
A ... Umformen analog zur Differentiation ...
i
2j sin(%)
... Einsetzen der Néherungensin(z) =~ x bzw. e/* ~ 1 fiir z < 1...
V (el
R~y a

Das heif3t: Fiir niedrige Frequenzen stellt die Summation eine Néherung der Integration dar (nach der ,,Rechteck-Regel”)!
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 24

Integration und Summation — Teil 4:

Q Probleme bei den bisherigen Ergebnissen:

Q Fur kontinuierliche Signale ergibt sich: Q Fur diskrete Signale ergibt sich:
: _ V(o) Q _ V() v
Vi(jw) w0 0 Vile )Q—>O 1-1 0
Daraus ergibt sich die Mindest- Daraus ergibt sich die Mindest-
anforderung anforderung
V(0) = 0. V(1) = 0.

Dieser Wert bestimmt sich gemal} Dieser Wert bestimmt sich gemal}
V() = / o(t) =70 gt va) = 3 un)e o
=2 oo n=—oo
= / u(t) di - _Z v(n)

t=—00 a
= v1(00). = wleo)
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 25

Integration und Summation — Teil 5:

0 Da v (...) transformiert werden soll, missen auch die Existenzbedingungen fir die zugehdrigen Spektren Vi (...) gelten, d.h.

Q fur kontinuierliche Signale muss Q far diskrete Signale muss
lv1(t)| ,integrierbar” sein. |v1(n)| ,,summierbar” sein.
Damit muss |v1(t)| auch fur Damit muss |v1 (n)| auch fir
t — oo auf 0 abfallen. n — oo auf 0 abfallen.

... damit gilt dann auch:

V(0) = 0. V(1) = 0.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 26

Faltung und Faltungssditze — Teil 1:

Die lineare Faltung zweier Signale liefert das Faltungsprodukt. Dieses ist ...

Q ... far kontinuierliche Signale wie Q ... fur diskrete Signale wie folgt
folgt definiert: definiert:
0 = [ wmu-rd F) = 3 o) valn — k).
T=—00 R=—00
Das Faltungsergebnis hangt ab von ¢! Das Faltungsergebnis hangt ab von n !
Zur Bedeutung:

A Kontinuierliche und diskrete ,Filter” sind wichtige Werkzeuge in der Elektro und Informationstechnik.
Sie werden z.B. zur Unterdriickung von ungewilinschten bzw. stérenden Signalanteilen, zur Anhebung von zu
kleinen bzw. zur Absenkung von zu grofl3en Spektralanteilen oder zur Klang-Farbung von Audiosignalen eingesetzt.

Q Eine Filterung (mit linearen Systemen) wird als lineare Faltung bezeichnet.
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 27

Faltung und Faltungssditze — Teil 2:

Im folgenden werden wir uns mit den Faltungssdtzen beschaftigen. Diese beschreiben ...

Q ... far kontinuierliche Signale Q ... fur diskrete Signale den Zusammen-
den Zusammenhang: hang:
=F{ft)} F(e’?) = F{f(n)}
< V1,2(jw’) = f{’Ul,Q(t)}- < Vl’g(ejg) = ]"—{’1)1’2(7?,)}.

Das heil3t, die Faltungssatze beschreiben die zur Faltung dquivalente Operation im Spektrum.

Q Fir kontinuierliche Signale gilt: Q Fur diskrete Signale gilt:
s o @]
jw) / f e Iwt gt F(ejﬂ) — Z f(n) e—Jn
t=—00 n=—0oo
.. Einsetzen der Faltungsdefinition ... ... Einsetzen der Faltungsdefinition ...
o0 o @]
/ / Yot — 1) e 7%t dr dL. = Z Z v1(K) va(n — k) e 79",

t=—o00 T=—00
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Fourier-Transformation
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Eigenschaften und Satze — Teil 28

Faltung und Faltungssdtze — Teil 3:

Fortsetzung ...
Q ... fir kontinuierliche Signale: Q ... fur diskrete Signale:
F(jw) F(e?)

— ]C jovl(T)vg(t—T)ej“’thdt = i ivl(fc)vg(n—&)e_m”.

N=—0o0 Kk=—00

t=—o0c T=—00 . . . .
... Einfiigenvon 1 = ¢’* e/ ... ... Einfiigenvon 1 = /% ¢ 7% ..,
o0 o0 o0 . @]
; : —iQk —iQn—rk
= / / v1(7) e 7T vg(t — 1) e It=T) gr dt = Z Z vi(k)e P ug(n —kr)e ™’ (n—r)
N=—oo K=—00
t=—o0 T=—00
... Substituierenvon x =t — 7,dx = dt ... ... Substituierenvonk =n — k ...
o0 o0 oo oo
, , _ —jiQk —7Qk
= / vi(1)e 7T dr / vo(x) e 7" dx = Z v1(K)e Z va(k)e
n=—0co k=—0c0
T=—0C rT=—00
... Einsetzen der Fourier-Transformation ... ... Einsetzen der Fourier-Transformation ...
= V1(jw) Va(jw). = V1 (")) Va(e?D)
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Eigenschaften und Satze — Teil 29

Faltung und Faltungssdétze — Teil 4:

Mit der Ublichen kurzen Schreibweise f(...) = v1(...) * wvo(...) fur die Faltung gilt damit zusammengefasst ...
Q ... fur kontinuierliche Signale: Q ... fur diskrete Signale:

F{vl(t) k vg(t)} = Vi(jw) Va(jw). f{’ul(n) * vg(n)} = Vl(ejQ)Vg(ejQ).

Dies wird als erster Faltungssatz bezeichnet. Er besagt, dass eine Faltung im ,Zeit“-Bereich einer Multiplikation im
,Frequenz“-Bereich entspricht.

Die Definition der Faltung gilt (natiirlich) nicht nur fiir ,,Zeit“-Funktionen f () bzw. v, 2(t) . Es kénnen auch andere Funktionen
kontinuierlicher Variablen miteinander gefaltet werden — z.B. zwei SpektralfunktionenV; (jw) und Vs (jw).
Dies wird im Folgenden behandelt.
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Ein kurzer Blick Gber den Ozean nach Stanford

Videomitschnitt aus der Standford-Universitdt (Kalifornien):

l .
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

0 Was kommt heraus, wenn Sie zwei Rechteckfolgen

v(n) = 1, falls0 < n <5,
1 0, sonst.

miteinander falten (v(n) * v(n))?

0 Was musste fiir diskrete Folgen gelten (zumindest fir eine) damit eine diskrete Faltung einfach
(mit wenigen Operationen) zu realisieren ist?

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 2 Seite 56



Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 30

Faltung und Faltungssdétze — Teil 5:

Nun sei eine Faltung der Spektren zweier kontinuierlicher Signale

Vi(jw) = F{ui(t)}, Va(jw) = F{ua(t)},

gegeben:
Cliw) = [ Vilin)Va(i(w—n) dn = Vi(jie) * Valio)

Gesucht ist nun, wie die Ricktransformierte c(t) = F~'{C(jw)} des Faltungsergebnisses von den kontinuierlichen
Signalen v1(t) und v2(t) abhangt:

17 ,
c(t) = 7 / C(jw) e’*" dw

... Einsetzen der Faltungsdefinition und Erweitern mit 1 = ¢’"* =1t

7 | |
= 5 [ ] vt ) o dnde
™

W=—00 N=—0C

l .
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Eigenschaften und Satze — Teil 31

Faltung und Faltungssdétze — Teil 6:
Fortsetzung:

1 o0 o0 | . . .
c(t) = o f / V1(]77) eJmVQ(j(w—n)) ej(w_”)tdndw.

W=—00 N=—00

... Substituierenvonr = w — n, dw = dx ...

e N 1 Jnt _ . Jjxt
2m o / Vi(gn) e dn o / Va(jz) e?™ da
n=—00 r=—00

... Einsetzen der Fourier-Transformation ...
= 2mvi(t) va(t).

Zusammengefasst ergibt sich:

FHVI(jw) * Va(jw)} = 2mvi(t) va(t).

Dies wird als zweiter Faltungssatz bezeichnet. Er besagt, dass eine Faltung im ,Frequenz-Bereich einer Multiplikation
(mit einer zusatzlichen Gewichtung) im ,Zeitbereich” entspricht.
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Eigenschaften und Satze — Teil 32

Faltung und Faltungssditze — Teil 7:

AbschlielSend sei nun noch eine Faltung der Spektren zweier diskreter Signale

Vi(e?) = Floi(n)}, Va(e?) = F{uva(n)},

gegeben: Integral iiber eine beliebiges Intervall der Léinge 27 !
27 /
C(ejﬂ) — / Vl(ej”) Vz(ej(ﬂfn)) dn = Vl(ejQ) ® VQ(GJQ).
n=0

=~

Dies wird als ,,zyklische Faltung” bezeichnet!

Gesucht ist nun, wie die Rucktransformierte ¢(n) = f‘l{C’(ejQ)} des Faltungsergebnisses von den diskreten Signalen
v1(n) und vo(n) abhangt.

Zu beachten ist hierbei, dass die Spektren diskreter Signale, also sowohl V; (e’ Q) und Vs (e’ Q) als auch C(e Q) stets

27 —periodisch sind!
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Eigenschaften und Satze — Teil 33

Faltung und Faltungssdtze — Teil 8:

Man berechnet nun auf ahnliche Weise wie bei der Faltung der Spektren von kontinuierlichen Signalen die
Ricktransformierte des zyklischen Faltungsprodukts und erhalt:

FUER) @ V() = 2mnn) o)

Ergdnzungen:

Die zyklische Faltung lasst sich auch anwenden auf

O kontinuierliche, periodische Signale v 2(t) = v12(t + AT),
Q diskrete, periodische Signale vy 2(n) = vy 2(n + AM), sowie
Q diskrete, periodische Spektren Vi 2 ar(pt) = Vion(pe + AM)

und die zugehorigen (inversen) Transformierten kénnen dann auch wieder mit den entsprechenden Faltungssatzen
beschrieben werden.
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Eigenschaften und Satze — Teil 34

Faltung und Faltungssdétze — Teil 9:
Die Herleitung der entsprechenden Riicktransformierten geht wieder analog zur Bestimmung der Ricktransformierten der
linearen Faltung. Man bendtigt hierfir folgende Eigenschaften bzw. Definitionen:

Q die Transformationsbeziehungen fiir die Fourier-Reihe und die Diskrete Fourier-Transformation,
Q die Ausblend- und die Flacheneigenschaft des Dirac-Impulses,

Q die Orthogonalitatsbeziehungen und die

O Beispiel-Fourier-Reihe aus dem ersten Teil der Folien Uber Spektraldarstellungen.

Als Ergebnisse erhalt man ...

Q far kontinuierliche Signale: Q ... fur diskrete Signale:
v12(t) = via(t+ AT, v12(n) = vi2(n+ AM),
vi(t) ® vp(t) o—e Teiucay, vi(n) ® va(n) o—e Via(p) Vam(p),
C1, * ca, &0 wvi(t)va(t). Vivu(p) ® Voprr(pn) &0 M ui(n)wva(n).
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Fourier-Transformation

Beispiele — Teil 1

Impulse — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale:

Gegeben:
v(t) = dol(t).

Gesucht ist die zugehorige
Fourier-Transformation:

o0

5o(t) o—e Ag(juw) = / 5o(t) e=7 dt

t=—o0

... Ausnutzen der Ausblendeigenschaft ...
o @]

... Ausnutzen der Fléicheneigenschaft ...

0. @]

_ / So(t) dt

t=—o0

= 1Vw.

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:
v(n) = v(n).

Gesucht ist nun die zugehorige
Fourier-Transformation:

Yo(n) o—e Iy(e’?) = Z ~o(n) e~

n=—oo

... Ausnutzen der Ausblendeigenschaft ...

= Z Yo(n) e~/

n=—oo

... Ausnutzen der Sléénmeneigenschaft

= > ()

n=—oo

= 1VQO.
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Beispiele — Teil 2

Impulse — Teil 2:

Q Verallgemeinerung: Impuls in allgemeiner Lage. Hierbei gilt ...

Q ... fur kontinuierliche Signale: Q ... fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
v(t) = do(t —tg)- v(n) = v(n —ngp).
Fur die zugehdrige Fourier- Fir die zugehorige Fourier-
Transformation ergibt sich: Transformation ergibt sich:
So(t — tg) o—e e 7M. Yo(n —ng) o—e eI

Fiir die Herleitung kann der Verschiebungssatz angewendet werden!

Q Offenbar gilt stets:

Q Der Impuls enthalt Komponenten bei allen Frequenzen mit identischer Starke. In Analogie zur Optik (,,weiRes Licht”
weist alle Farben in gleicher Intensitat auf) spricht man von einem ,weif8en Signal“.
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Fourier-Transformation

Beispiele — Teil 3

Impulse — Teil 3:

Q Weitere Verallgemeinerung: Summe von zwei verschobenen Impulsen. Hierbei gilt ...

Q ... fur kontinuierliche Signale: 0 ... fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
v(t) = do(t —to) + do(t +to). v(n) = ~vo(n —ng) +v(n +no).
Fir die zugehdrige Fourier- Fir die zugehérige Fourier-
Transformation ergibt sich: Transformation ergibt sich:
50(t—t0) —|—50(t+t0) Wo(n—ng)—F’Yo(n—i—ng)
o o e—jwto + ejwto . o e—jﬂng + Bjﬂno
= 2 cos(wtp). = 2 cos(Qnyg).

Fiir die Herleitung wurde der Uberlagerungssatz verwendet!

Q Analog kann fiir das Spektrum der Differenz zweier verschobener Impulse bestimmt werden:
Q f{éo(tfto) f50(t+t0)} = —2jsin(wty),

O F{yln—no) —v(n+ne)} = —25sin(Qno).
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Beispiele — Teil 4

Impulse — Teil 4:

Q Nun werden die kontinuierlichen Zeit-Frequenz-Zusammenhange umgekehrt. Gegeben sei ein impulsférmiges Spektrum

Spektrum mit Anteilen nur bei w = 0!
V(jw) = do(w). <

Hierzu ist nun das zugehorige Zeitsignal v(t) o—e V' (jw)gesucht. Einsetzen in die Fourier-Transformationsgleichung ergibt:

17 .
v(t) = 27’[’/ do(w) &7t dw

wW=—0

... Ausnutzen der Ausblendeigenschaft ...

1 00 |
5 / do(w) e’ dw

W=—00
... Ausnutzen der Fldicheneigenschaft ...
1 f 1
= — do(w)dw = — VL.
2T 0( ) 2T
W=—00
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Beispiele — Teil 5

Impulse — Teil 5:

QO Zusammengefasst ergibt sich:

_ 1
Wendet man den Modulationssatz an, so ergibt sich folgende Verallgemeinerung
_ I . 1 .
FHbo(w—wo)} = o elwot  — - | cos(wot) + j sin(wot)].

AN

Spektrum mit Anteilen nur bei «w = wy !

l .
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Beispiele — Teil 6

Impulse — Teil 6:

Q Analog zu den Betrachtungen im Zeitbereich gibt es folgende Impulssummen im Spektralbereich:

]—"_1{27r50(w—w0)} = elwol
-1 1 jwot 1 —jwot
F {7T60(Q)—UJ0)+7[’50(W+W0)} = 563 0 —|—§e Tt = cos(wot),
7:_1{ —jW5O(W—WO)+j7f50(w+wo)} = —%ejwot—l—%e_jwot = sin(wot).

O Bemerkungen:

Q Die gerade beschriebenen Signale widersprechen den Existenzbedingungen fir Fourier-Transformation. Die Integrale

/ 5ot dt, / | cos(wot)| dt und / | sin(wot)| dt
t=—o0 t=—0o0 t=—0o0

sind nicht angebbar, sie streben gegen oo !

l .
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Beispiele — Teil 7

Impulse — Teil 7:
Q Bemerkungen (Fortsetzung):
A Tatsachlich liefern die angegebenen Transformationspaare ja auch keine Transformierten mit endlichen Werten:

do(z) ist oo hoch. D.h. fir diese Signale existieren Transformierte nur durch Zulassen einer ,,verallgemeinerten
Funktionen-Klasse” (der Distribution dg(...)).

Q Fur die zuvor genannten Signale lassen sich (fast triviale!) Fourier-Reihen sehr einfach angeben:
1=uv(t) — v(t) =coe!™ miteg=1,¢,=0Vpu#0,

engt — ’U(f) N U(t) = ijof. mit cl1 = 1} C# = O V;L 7£ 1,

. p 1
cos(wot) = v(t) — v(t) = 1 " + 17" mitc; =c_y = 50 Cn = 0V |ul #1,

1

25’ ¢y =0V |pf# 1.

A Offenbar entsprechen die Fourier-Koeffizienten, die in der vorherigen Folien aufgefihrt waren, bis auf einen
Faktor = den Gewichten der Dirac-Anteile der Fourier-Transformation. Hier werden die , Linien“ mit den Werten

lediglich dargestellt durch Impulse mit den Gewichten

sin(wot) = v(t) — v(t) = edwol 4 ¢ e TIWOl it oy = —¢_ 1 =

l .
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

Q Erklaren Sie den Unterschied zwischen einer linearen und einer zyklischen Faltung?
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Beispiele — Teil 9

Allgemeine periodische kontinuierliche Signale — Teil 1:
Q Kontinuierliche Signale mit der Eigenschaft
v(t+AT) = v(t), N € Z, T € RT

sind bekanntlich darstellbar mit Hilfe von Fourier-Reihen:

o0

v(t) = Z c,u,ej”z%t.

p=—00

Die darin enthaltenen Exponentialfunktionen kénnen gemiR den Uberlegungen der vergangenen Folien gemaR

]—‘{ej”z%t} = 27 dp(w —[,52%)

transformiert werden. Mit dem Uberlagerungssatz folgt damit:

f{v(t)} = 27 i cpﬂo(w—,uz%).

p=—00
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Beispiele — Teil 10

Allgemeine periodische kontinuierliche Signale — Teil 2:

Q Das Fourierspektrum entspricht lediglich einer anderen Interpretation des Linienspektrums,
welches aus der Fourier-Reihe hervorgegangen ist.

Cu ‘f{fu(t)}‘
Linge = ‘c ‘ I Lange symbolisiert
' AA AA Gewicht 27 |CM‘
........... T T T T T — A Ay
1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 ) ,[1' i i i i » w
/ U\ /0N
-1 0 1 2r 0 2w
T T
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Beispiele — Teil 11

Harmonische Exponentialfolge — Teil 1:

0 Eine plausible Uberlegung — in Anlehnung an die zuvor betrachteten kontinuierlichen Signale — wiirde zu folgendem
Transformationspaar flihren:

f{eﬁ'%”} L 97 50(Q — Q).

Allerdings ist nun ebenfalls bekannt, dass die Spektren diskreter Signale stets periodisch mit der Periode 27 sind, d.h.
das Spektrum einer diskreten harmonischen Exponentialfolge lautet

f{ejﬂon} = i 21 9o(Q2 — Qo + A27).

A=—00
j:{ejﬂgn}
A
2T 21 2T 2T
000 000
] I T —»
—4r Qo — 4w =27 Qo — 27 0 Qo 2r Qo+ 27 47
Periodische Fortsetzung «— ————> Periodische Fortsetzung
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Beispiele — Teil 12

Harmonische Exponentialfolge — Teil 2:

Q Entsprechend folgt fir die Cosinus-Folge:

f{ cos(szon)} = 7 3 Go(Q— Qo+ A27) + 8o + Qo + A2r).

A=—00

Q Und fur die Sinusfolge gilt:

]—"{ Sin(QOn)} = Y 60(Q — Qo+ A2m) — 0(Q + Qo + A27).

A=—00

Die Linien bei Q) (fiir Exponentialfolgen) bzw. bei ££), (fiir Sinus- und Cosinusfolgen) werden stets periodisch
fortgesetzt (mit Periode 27 )!
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Beispiele — Teil 13

Periodische Folgen:
Q Analog zur Verwendung der Fourier-Reihe bei kontinuierlichen periodischen Signalen kann fir diskrete periodische Signale
v(n) = v(n+AM) mit A € Z, M € N

das Ergebnis einer zugehorigen Diskrete Fourier-Transformation

| M-l
v(n) = Vi Z Vg () €73
pu=0
verwendet werden. Durch Einsetzen der Fourier-Transformation von harmonischen Exponentialfolgen ergibt sich:
oo M-—1 o
F - Var(p) 8 (Q A2 )
{v(n)} _Z_:Oo #Z‘; M (1) 6o 5V + AL
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Beispiele — Teil 14

Periodische Impulskéimme — Teil 1:

Q Fur kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
v(t) = T Y dolt— AT). v(n) = Y yo(n—AM).
A=—00 A=—00
Hierzu ist die zugehorige Fourier- Hierzu ist die zugehorige Diskrete Fourier-
Reihe bekannt. Fur die Koeffizienten- Transformation bekannt. Fir die
berechnung ergab sich dabei: Koeffizientenberechnung ergab sich dabei:
e = 1, Vo Vim(p) = 1, YV
Das heiRt, es gilt folgende Reihen- Das heifit, es gilt folgenden Zusammen-
entwicklung: hang:
00 , o0 | M=l 0
Bju%t =T oot — A\T). S ejﬂh—?n = n — \M).
;L:Z—oo )\:Zoo 0( ) M pn=0 )\—Z—:oo 70( )

4
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Beispiele — Teil 15

Periodische Impulskéimme - Teil 2:
Q Fur kontinuierliche Signale:

Wendet man auf diese Darstellung
die Fourier-Transformation an, so

Q Fur diskrete Signale:

Wendet man auf diese Darstellung
die Fourier-Transformation an, so

ergibt sich: ergibt sich:
f{T > bt - )\T)} .7-"{ > qo(n— /\M)}
A=—00 A=—00
00 . | M1
— Tt . G 2T
= F _z_: et ]:{M Z el }
H=—00 p=0
- 2T o M-—1
= 27 60(w—u—). — 9 5(9_ Q_W_)\Q )
U:Zoo T " Z Z ! M]\/I "
A=—oc pu=0
... Offenbar ist die Fourier-Transformierte eines > o
Impulskamms wieder ein Impulskamm! ... = 27 Z 0o (Q o ”M)
J=—00

... Dieser Zusammenhang spielt eine wichtige Rolle bei
der Beschreibung der Signalabtastung (AD-Wandlung) ...
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Beispiele — Teil 16

Periodische Impulskéimme - Teil 3:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Fir diskrete Signale:
A U(t) A U(n)
A A A A AT ? 1
>t n
—2T  -T 0 T 2T 0
A CM A Vj\’f(lu)
¢ { 1 ¢ 1
1 > U — > U
—2-14 1 2 —2M M 0 M 2M
WV (jw) A V(7
A T 2m A 27
— 1+ttt —— —— : > ()
/ \ A —2r  / 0 \ I 47
27 27 27 27
T T M M
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AbschlieRende Zusammenfassung

0 Signale und Systeme — EinfUhrung
Q Signale
Q Spektraldarstellungen determinierter Signale
Q Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
Q Fourier-Transformation
Q Definition und Begriffsklarung
Q Periodizitaten
Q Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung
Q Existenzbedingungen
Q Eigenschaften und Satze

O Beispiele
Q Laplace- und z-Transformation
Q Lineare Systeme
0 Modulation
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