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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklarung — Teil 1

Definition:

Q Eine Fourier-Reihe ist folgendermalen definiert:

o

v(t) = Z Cp eIHTL

~—

p=—00
Anteile der Form e’**

\ Gewichte (komplexe Amplituden)
Summe (lineare Uberlagerung)

Anmerkungen - Teil 1:

Q Das Einsetzen von t — t + \T' in die oben genannte Definition ergibt:

oo (e,9]
v(t+AT) = Z cy pIPFE(HAT) Z c, G I FEAT
p=—00 p=—00
o0 oo
_ Z cp IR jn2mA Z Cu I
p=—00 =1 pr=—00
= o(t).
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklarung — Teil 2

Anmerkungen - Teil 2:
O Aus der Periodizitatsbeziehung ergibt sich,

P2m
Q dass die Darstellung Z et T geeignet ist fuir 7— periodische Signale.

H=—00

Q Allerdings kann diese Darstellung auch fir Signale mit endlicher Lange T verwendet werden.

Ein endlich langes Signal kann ,,in Gedanken” T-periodisch wiederholt werden. Dann kann v(t) durch die o.g.
Fourier-Reihe iiberall — und damit insbesondere auch in einer Periode, die gerade die Gesamtldinge des Signals
darstellt — beschrieben werden.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklarung — Teil 3

Eigenschaften von Fourier-Reihen:

o0

;2w
0 Der Summenausdruck Z ¢y €' T" st grundsatzlich T - periodisch.

p=—00
O Es gibt oo viele (aber abzdhlbare) Spektralanteile bei den
Q Frequenzen w = w, = /1,2% , d.h. bei
Q Vielfachen (Harmonischen, Oberwellen)
Q der Grundfrequenz w, = 2% = 27 f1 mit f1 = % , d.h.
O einzelne, abzahlbare (diskrete) Frequenzkomponenten.

O Man spricht dabei von einem Linienspektrum.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten — Teil 1

Gesucht:

0 Es missen nun noch die Koeffizienten ¢, , d.h. geeignete Gewichte, bestimmt werden.
O Diese Gewichtskoeffizienten kdnnen durch folgenden Ansatz berechnet werden:

Q Definition eines Approximationsproblemes,
O Definition eines geeigneten Optimierungskriteriums fur das Approximationsproblem,
Q Losung des Problems.

Definition des Approximationsproblems:

O Gegeben sei folgende endliche trigonometrische Reihe:
k

gr(t) = Z c#ej'”’%wt.

p=—k

Diese soll die Funktion v(t) ,mdglichst gut” approximieren.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten — Teil 2

Definition einer Optimierungsfunktion fiir das Approximationsproblem:

Q Fir die Approximation soll folgende Kostenfunktion minimiert werden:

to+T
€, = / |gk(t)—v(t)|2dt ——— Imin.
Ciu=Cp,opt
t=io

Hierbei wird Gber eine Signalperiode mit beliebigem Startwert integriert.

Losen des Approximationsproblems — Teil 1:

Q0 Minimierung beziglich der freien Variablen ¢,,:

86k
dc,

— 0, firve{—k, ..,—1,0,1, .., k}.

... 2n + 1 Gleichungen zur Bestimmung der 2n + 1 Koeffizienten.

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten — Teil 3

Wichtiger Zusammenhang, der demndichst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 1):

Q Integral Uber eine Periode einer harmonischen Schwingung:
to+T

1 3 27
= / NICEIDE ey
to

Hierbei sollte unterschieden werden, ob das Argument der Exponentialfunktion Null ist oder nicht:

QFalll(p=v):

1 to+T ] to+T ]
T / ej(y_ﬂ)%ntdt = ? f ejozl%t dt = ? T = 1, fUI' u = r.
to to =

QFall2(p#v):

Die Exponentialfunktion kann in Real- und Imaginarteil aufgeteilt werden:
2m

eV TIFL = cog ((u — u)z%t) + j sin ((u — p)?t).

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten — Teil 4

Wichtiger Zusammenhang, der demndichst immer wieder Verwendung finden wird (Teil 2):

O Das Integral tGber eine (oder mehrere) Periode(n) einer harmonischen Schwingung ist Null:

to+T
2 A

/ COS (I{?t)dt k=1
tg

to+T

/ i ( %t)dt ¢ to+T .
= sin | kK — ;

T 0 0

to

=0 Vk#0.

0 Zusammengefasst mit den vorherigen Uberlegungen gilt daher

to+T .
l / ej(u—u)g%tdt _ L fir p=v,
T 0, sonst.

to

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten — Teil 5

Losen des Approximationsproblems — Teil 2:

Q Minimierung bezuglich der freien Variablen ¢, :

86k
dc,

=0, firve{—k .., —1,0,1, .., k}.

... Losung fiir reelle Signale an der Tafel ...

Allgemeine Losung fir komplexwertige Signale (ahnliche Rechnung):

to+T

Cy = / u(t) e T dt,

t=to Fourier-Reihen-Koeffizienten

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung — Teil 1

Fehlerbetrachtung:

O Mit der zuvor bestimmten Wabhl fiir die Koeffizienten ¢, wird die endliche Reihe fiir jede Wahl von k eine im
quadratischen Sinne optimale Approximation des Signals v(?).

Q Der verbleibende quadratische Fehler bestimmt sich dabei gemaR:
to+T k

1 i 2m
k= T / v(t) — Z c, etT!

t=to p=—k

2
dt.

O Wie wir in Kiirze sehen werden, kann man diese Form wie folgt vereinfachen:

1 to+T k
& = = / |v(t)’2dt— Z ‘c#‘g.
t=to p=—k

N -
W

— f)u

0 Da der minimale quadratische Fehler stets groBer oder gleich Null sein muss (e, > 0 ), folgt daraus

. to+T k
Pv = 7 / "U(t)yzdt > ) ‘CM’2'
t=to p=—k S~

Man nennt dies die , Bessel-Ungleichung”.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung — Teil 2

Anmerkungen:

Q Durch Hinzunehmen weiterer Reihenglieder (d.h. durch VergroRern von k) kann der Fehler ¢, nicht zunehmen!
Q Man kann zeigen, dass gilt:

lim ¢, = 0.
k—oo

Daraus folgt dann:

o0

. P, 2T
i (0 = 3 cuel = o0
H=—00

Ill

Q Diese , Konvergenz” der Fourier-Reihe gilt allerdings nur ,fast Gberall”“. Bei Unstetigkeitsstellen (selbst bei & — o)
gilt dies nicht. Hier verbleiben Fehler (auch fir £ — oc) in einzelnen Punkten. Dieser Effekt heil’t Gibbs‘sches Phdnomen.

Q Fir n — oo wird aus der Bessel-Ungleichung die Parseval‘sche Gleichung der Fourier-Reihe:

] to+T 0
o= [ OFd = 3 el
t=tg p==0o0

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung — Teil 3

Beispiel zum Gibbs‘schen Phdinomen:

A QS(t) A |C,u|
. . . AN AN AN
Approximation einer vV \ v V\
periodischen Rechteck- to+2T 1l |1y
schwingung mit to > 1 > H
6 Exponentialfunktionen. \
AN AN
VvV VvV
Agl()(t A |Cu‘

Approximation einer | |

pel"IijlSChen R.echteck- ' ' ' ' to+2T "m"ﬂ TT? S o
schwingung mit to 0

20 Exponentialfunktionen.

A 920 (t A
Approximation einer

periodischen Rechteck- to+2T R 1
schwingung mit to - 0 #
40 Exponentialfunktionen.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung — Teil 4

Nachtrag — Teil 1:

O Herleitung des folgenden Zusammenhangs:

to+T to+T

1 k 2 1 , k ,
_ paEt _
& = T / v(t) — Z vt dt = T f |v(t)‘ dt — Z |c‘u,| :
t=tq p== t=tq p==k
O Hierzu wird zunachst das Betragsquadrat umgeschrieben:
] to£T k 2 1 to4 T k k *
- _ it _ - _ st _ Jnirt
T / v(t) Z Cp € dt = T / [U(t) Z Cp € }[v(t) Z cue ] dt.
t—t, p=—=K t—=tg u=—=k p=—=K
Q Durch Ausmultiplizieren der beiden Terme in Klammern ergibt sich:
Cp
| to+T o . to+T . rl to+T K
T / Z cu eIHF = 7 / "U(t)|2dt— Z cszv(t)e_j“‘%f_ﬁtdt
t=tg p=—k t=to p=—k t=ty
k ! to+T to+T
9 21
— Z C“T/ t) e T bt + Z z cuc,, —/63(“ V)T L,
n=—=F L=t p=—kuv=—k

p -~

*
cl,

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung — Teil 5

Nachtrag — Teil 2:

O Setzt man die Ergebnisse der letzten Folie ein, so ergibt sich:

. to+T ,ﬁ 2 ] to+T k
T / |fu(t)—z cuefﬂ%* dt = T / |ru(t)\2dt— c, Cu
t=tg p=—k t=tq p=—h
k ko k to£ T
- Z CuCp, + Z Z . C —/65’(‘” VIF gt
pu=—Fk p=—kv=—~Fk t—t,
_{ 1, fallbu—y,
] 0, sonst.
O Zusammen ergibt dies:
1 to+T k o to+T L k
7 / ‘U(t)—z c T At = / lv(t | dt — Z |cp_| Z ‘cp|2—|- Z |c“‘2
t=tg p== t to p=—k p=—k p=—k
to+T
p— / ”U ‘ dt_ Z ’CH
t to p=—r=k

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

O Warum kann es sinnvoll sein, ein periodisches Signal in einzelne Exponentialschwingungen zu zerlegen?

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklarung — Teil 1

Diskrete Fourier-Transformation:

Q Analog zur Fourier-Reihe fir kontinuierliche Signale ist die Diskrete Fourier-Transformation als Fourier-Reihe fir
periodische (bzw. endlich lange) diskrete Signale definiert:

M—1
1 2,
v(n) = Vi Z Var(p) €57 fiir n € {0, 1, ..., M — 1}
n=0
~
mit den Koeffizienten Inverse Diskrete Fourier-Transformation (inverse DFT, IDFT)
M—1
27
Vir(p) = > w(n)e %", fiir pe {0, 1, .., M —1}.
n=0 .

Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Anmerkungen - Teil 1:

Q Das Intervall n € {0, 1, ..., M — 1} kann auch anders gewahlt werden. Wichtig ist, dass tiber eine volle Signalperiode
summiert wird:

n e {ng, no+1, ..., ng+ M — 1}.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklarung — Teil 2

Anmerkungen — Teil 2:

O Die inverse Diskrete Fourier-Transformation fiihrt auf diskrete Signale mit einer Periode M:
M—1 M—1

1 . 1 .
vt AM) = o7 > Vi () e FOEN0 = 0 S Vi () R 27 = w(n),

w=0 p=0 =1
Das heiRt: auch diese Darstellung ist geeignet fir jj-periodische (diskrete) Signale. Wie im kontinuierlichen Pendant

kann man die Darstellung allerdings auch fiir Signale mit einer endlichen Lange M verwenden (hierbei erganzt man das
Signal ,virtuell” so, dass es periodisch wird).

Eigenschaften der inversen Diskreten Fourier-Transformation:

Q Der Summenausdruck (inverse DFT) ist grundsatzlich M —periodisch (siehe oben).
Q Es gibt endlich viele (namlich M) Spektralkomponenten bei den

2
Q Frequenzen Q := Q, = MMW, d.h. bei

Q Vielfachen der Grundfrequenz ), = 2_7T

M
Q Es entstehen einzelne, diskrete Frequenzkomponenten: dies wird Linienspektrum genannt.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklarung — Teil 3

Eigenschaften des Spektrums:

A Das Einsetzen von p := i+ AM in die Definitionsgleichung der Diskreten Fourier-Transformation ergibt:

M-—1 M—1
Vam(p+AM) = Z;) v(n) e I HFAM M = Z% v(n) eTINFT N gmINZT Var (i)
n= n= =1

Q Das Spektrum V)s (1) ist grundsatzlich M-periodisch, aber man kann es dquivalent auch als endlich breit mit der
Breite M auffassen:
O Frequenzbereichs-Breite:
21 27?}

vy 2T — —

0,1, .. M—l} 0 {0, il
e { w S ar M

mit periodischer Wiederholung unterhalb von Q < €, = 0 und oberhalbvon @ > Qu/_; = 27 —27/M ,

0 Die Herleitung von Vs (1) gemaR der Definition der Diskreten Fourier-Transformation kann analog zur Fourier-Reihe als
Approximationsaufgabe angesehen (bzw. durchgefiihrt) werden.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 1

Fehlerbetrachtung — Teil 1:
Q Definition einer endlichen trigonometrischen Reihe:

k—1
]. s 2T
gr(n) = Vi E Vi (p) e?#a™ mit k < M.
pu=0

Q Hiermit kann eine Folge gx(n) der Periodendauer M (oder der Lange M ) durch eine trigonometrische Reihe
approximiert werden. Hierbei wird — ahnlich wie im Kontinuierlichen — folgende Funktion minimiert:
M-1

1 2
€ = M; gx(n) —v(n)| — min.

Q Die Losung dieses Approximationsproblems geschieht ahnlich wie im vorherigen Abschnitt durch Verwendung von
O€g.
8V_M (U)

und fuhrt auf die (zuvor schon genannte) Losung:

= 0

M—1 o
Vu(v) = Zv(n) e IV,

n=0

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 2

Fehlerbetrachtung — Teil 2:

0 Man kann zeigen, dass gx(n) fir jedes k < M eine optimale Approximation im Sinne einer Minimierung des
quadratischen Betragsfehlers darstellt.

Q Der verbleibende quadratische Fehler kann ahnlich wie im kontinuierlichen Fall wie folgt umgeformt werden:

| M-l 5 | M-1 9 | M-l 5
= 3 vl = 3 ol 5 3 o
= Dv— pgk
L=, 5
= 2= g 2 |Vl
u=0
O Da die Fehlerfunktion stets grofSer oder gleich Null sein muss, folgt daraus wieder die Bessel‘sche Ungleichung:
M—1 —1
~ 1 2 1 2
pe = 57 2 o] = g o vaeto]
n= H=

Diese gilt aber nur fur £ < M .

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 3

Fehlerbetrachtung — Teil 3:

O Man kann weiter zeigen, dass fur £ = M die Fehlerfunktion Null wird, d. h. es gilt
M—1 0 | M-l
‘ = 3 2 ‘VM(“)
p=0

\

P = 37 2 [o)

‘ 2

Dies ist wieder die Parseval‘sche Gleichung. Dies bedeutet, dass man die mittlere
Leistung eines periodischen Signals bzw. die Energie eines endlichen Signals
entweder im Zeitbereich oder im Frequenzbereich bestimmen kann.

Dies kann man zeigen, in dem man — z.B. — die Definitionsgleichungen
M—1

Vir(p) = Y v(n)e iram
n=0
in die Summe
M—1
1 2
W Z ‘VM(PL)‘
pu=0
einsetzt.

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1 Seite 24



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 4

Beweis der Parseval‘schen Gleichung fiir periodische diskrete Signale — Teil 1:

Q Fur den Beweis (sowie fiir zahlreiche Herleitungen in der zeitdiskreten Signalverarbeitung) spielt folgende endliche

Reihe eine wichtige Rolle:
M—1

i Z ejki—?;n.
M

n=0
Q Sollte k ein ganzzahliges Vielfaches von M sein, d.h. es gilt kmod M =0 bzw. k = kM , dann kann diese Summe
wie folgt berechnet werden:

M-1 M-1 M-—1

1 f1. 27 1 . 2m 1 ~
M Z “ M N M Z
n=0 n=0 -1 n=0

Q Fur die anderen Falle hat die Reihe folgende Form

M—1 ,
E , n 1 - G’Mr
a = .
1l—a
n=0

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 5

Beweis der Parseval‘schen Gleichung fiir periodische diskrete Signale — Teil 2:

0 Setzt man nun fiir a = ¢/* 37, so ergibt sich

M—1 ik 2T M

1 —~ -1, 27 1 1—6‘7 JWW

—E JkxEn — =0 fiir k mod M # 0).
nzoe P (fiir 0 )

Q Zusammengefasst ergibt sich:

M—1 , _
1 Z k3R _ 1, fir kmod M = 0,
M~ 0, sonst.

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung, Parseval‘sche Gleichung — Teil 6

Beweis der Parseval‘schen Gleichung fiir periodische diskrete Signale — Teil 3:
Q Behauptung:

M—1

- > Vi) = 17 3 Joln)

O Beweis an der Tafel ...

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

O Wie viele Spektralanteile benotigt man um eine periodische, reelle Folge mit einer Periodendauer von 16 Takten
zu beschreiben?

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Diskrete Fourier-Transformation: Transformationssymbole

Ubliche Transformationssymbole:

Q In de Literatur werden fiir die Umrechnung vom Zeit- in den Frequenzbereich oftmals spezielle Symbole verwendet.
Ublich sind dabei folgende Schreibweisen (viele der hier genannten Transformationen werden wir erst noch behandeln):

Q Kontinuierliche Fourier-Transformation: v(t) o0— V(jw)

Q Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale: v(n) o~ V(&)
Q Diskrete Fourier-Transformation der Lange M: v(n) /5 Var(p)
Q Z-Transformation: v(n) o~ V(z2)

O Laplace-Transformation: v(t) o—e V(s)
Q Wir werden hier lediglich ein Symbol verwenden. Der leere Kreis beschreibt dabei den Zeitbereich, der ausgefillte
Bereich den Frequenz- bzw. Bildbereich, also z.B.
v(n) o—e Vir(p)
oder

c, 0 v(1).

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 1

Linearitdt — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
Uljg(t) = Ulzg(t + /\T). ’ULQ(?’L) = ?)132(71 + )\M)
Hierzu sind die Fourier-Reihen- Hierzu sind die einzelnen Diskreten Fourier-
Koeffizienten c; 2, bekannt. Gesucht Transformierten Vi 2 (1t) bekannt.
sind nun die Fourier-Reihen- Gesucht sind nun die Diskreten Fourier-
Koeffizienten des Signals Transformationen der Folge
v(t) = ajvi(t) + asva(t), v(n) = ajvi(n)+ asve(n),

d.h. der gewichteten Summe beider d.h. der gewichteten Summe beider
Signale: Folgen:

. to+T M—1

cp = T / [oq v1(t) + oo vg(t)] e INTt s, Var(p) = Z [al v1(n) + as vg(n)] e IR,
n=0
tg

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 2

Linearitdt — Teil 2:

Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Durch Umformen erhalt man: Durch Umformen erhalt man:
to+T M—1
! —ju3Et —jn3En
= 7 (g v1(t) + g va(t)] e H T dt Vi (p) = Z [a1vi(n) + azva(n)] e 7H
to n=0
, to+T M-1
. o _i,2m,
= a1 — / vi(t) e Ty = o Z vi(n) e 7Har’
T n=0
to
to+T M—1
i, 2n
+ao % / vo(t) eI Tt gt +ao Z vo(n)e IHa™
A n=0
= Qiciy t+acay,. = a1 Vim(p) + a2 Varr(p).

Daraus folgt: Sowohl die Fourier-Reihen-Entwicklung als auch die DFT und die IDFT sind lineare Operatoren (im gleichen Sinne,
wie lineare Systeme definiert wurden).

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1 Seite 31



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 3

Verschiebung — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale: Q Fur diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
o(t) o—e c,. v(n) o—e Var(u).
Hierzu wird eine verschobene Hierzu wird eine verschobene
Signalvariante gemald Folgenvariante gemal}
vi(t) = v(t —to) vi(n) = v(n —ng)

definiert. Gesucht ist nun die

definiert. Gesucht ist nun die _
zugehorige Spektraldarstellung

zugehorige Fourier-Reihe (in

Abhéngigkeit von ¢, ): (in Abhangigkeit von Vs (1) ):
| to+T M—1
29 27,
Cly = 7 / Ul(t) e IRT gt Vi M(H) _ Z vl('n,) e~ InFrn.
n=0
to

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 4

Verschiebung — Teil 2:

Q Fir kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Einsetzen ergibt: Einsetzen ergibt:
! to+T M—1
. og i 2m,
iy = / v(t —tg) e IHF gy, Vim(p) = Z v(n —mng)e T,
n=>0
to
Substituiert man t — t, := x, d.h. es Substituiert mann —ng := k, d.h. es
giltt := x +ty und dt = dx, dann gilt fur die Summationsgrenzen
erhalt man: k= —ng, ..M — 1 —ng, dann erhalt man:
1 T M—1—ng
.o . an 2% 27
Cly = - / v(z) e IHTE e InT o o Viu(p) = Z v(k) e M3 k e—ipnggno
=0 k=—ng
T M—-1—mng
_ e—inFto L / v(z) e Ty = e M Z v(k) e” 7"
T k=—ng
=0 N ~~ 4
h 7 g =V (1)

s 2T
— —JHJrTo
_ in¥n, . = IR N
- p

Gilt, weil iiber eine volle Periode integriert bzw. summiert wird!

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 5

Verschiebung — Teil 3:

Q Fir kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
’U(t — to) o—ec, e_j#%to. U(’n — no) o—e VM(/.L) e_j“%no_

Daraus folgt: Eine Verschiebung im Zeitbereich bewirkt bei periodischen Signalen bzw. Folgen eine Multiplikation mit einem
komplexen Drehfaktor im Spektralbereich.

O Anmerkungen — Teil 1:

Q Eine Signalverschiebung andert nicht das Betragsspektrum.

Beweis im Kontinuierlichen: Beweis im Diskreten:
lciu| = en 6_jpb%ﬁto| Vine(w)| = [Var(p) e_j’u’%ﬁnﬂ
= Jeu| [e77 0] = |e. = [Var(w)| |e74F ™| = [Var ().
—1 =1

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 6

Verschiebung — Teil 4:

Q Anmerkungen — Teil 2:

O Eine Signalverschiebung addiert zum Phasenspektrum einen linearen Term.

Beweis im Kontinuierlichen: Beweis im Diskreten:
C1 u = |Cu| ej arg{c,u,} ej{_lu'g%tO}. V]_ ]\ff(u’) — |V]\J(”)| ej arg{VM(u)} ej{—,u,%\’—?no}.
Daraus folgt: Daraus folgt:
2 2
arg{ci .} = arg{c,} — p?to. arg {Vin(p)} = arg {Vam(p)} — pa -

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 7

Modulation — Teil 1:

Q Fdr kontinuierliche Signale:

Gegeben:
v(t) o—e ¢

Hierzu wird eine modulierte
Signalvariante gemald

vi(t) = v(t)elroF!
mit

po € Z
definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Fourier-Reihe (in
Abhdngigkeit von ¢, ):

to+T
1

Cly =7 / ful(t)e_j“%ﬂtdt.

to

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:
v(n) o—e Vi (p).

Hierzu wird eine modulierte
Folgenvariante gemal}

vi(n) = v(n) eJHoxr ™
mit
po € Z

definiert. Gesucht ist nun die
zugehorige Spektraldarstellung

(in Abhangigkeit von Vaz (1) ):

M-1
2t
Vin(p) = Z vi(n)e IHa™,

n=0

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 8

Modulation - Teil 2:

Q Fiar kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Einsetzen ergibt: Einsetzen ergibt:
to+T M-—1
1y = % / v(t) eIHO Tt oIt gy Viv(p) = Z v(n) eIHORT M o mIn T
to n=0
to+T M-—1 ' ,
= L[ e = X oy
T n=0
to
= Cu—po- = Vu(p— po)-
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
. - i 2Zn,
(1) T o—e Cr—po- v(n) e o—e Vi (i — pio)-

Daraus folgt: Eine Multiplikation mit einem komplexen Drehfaktor im Zeitbereich bewirkt bei periodischen Signalen bzw. Folgen
eine Verschiebung im Spektralbereich.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 9

Modulation - Teil 3:

Q Anmerkungen — Teil 1:
Q Eine Multiplikation eines Signals bzw. einer Folge mit

eIl Tl = cos (uozjt) + 7 sin (,u02—7rt)
T T
bzw.

eI = cos (uozin) + 4 sin (uoz—ﬂn)
M M

verandert das zugehorige Spektrum nicht in Betrag und Phase. Das Spektrum wird lediglich verschoben und zwar
um £o auf der pt—Achse. Auf der w—Achse entspricht dies einer Verschiebung um

27
Mo? = oW1,
auf der 2—Achse um
27
NOM = po 1.

Q Solche Multiplikationen nennt man komplexe Modulation. |hr Zweck ist gerade die Frequenzverschiebung eines
gegebenen Signals bzw. Spektrums (z.B. zur Ubertragung eines niederfrequenten Signals iber einen
hochfrequenten Kanal [z.B. Funk]).
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 10

Modulation — Teil 4:

Q Anmerkungen — Teil 2:

Q Eine Multiplikation eines Signals bzw. einer Folge mit einer Sin- oder Cos-Modulationsfunktion kann wie folgt
aufgefasst werden:

sin (/J,OQ%t) = —% {ej““ogi‘” — e_j“‘“gi;rt} ,

cos (11,02;15) = ; [ej*"oz%rt + ej“ogﬁﬂ} :
Daraus folgt im Kontinuierlichen

v(t) sin (/,Loz%t) o—e —% [Cl—po = Cptpio]»

_ 2T 1
v(t) cos (HO Tt) o 3 [Cu—po + Cutpio]

bzw. im Diskreten
_ 27 J
v(n) sin (Mo H’ﬂ) o —3 [Var (e — p10) — Var(p + o)

21 1
v(n) cos (#0 Mn) o—e S [Var(s—p0) + Var (i + o).
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 11

Modulation — Teil 5:

Q Anmerkungen — Teil 3:

Q Visualisierung fiir kontinuierliche Signale:

Komplexe Modulation:

4

i

Spektrum von v(t)
A

iy

A

Spektrum von

’U(f) e-jﬁm%r‘ - >

Cos-Modulation:

A

i

4 Spektrum von v(t)

A

Iy

y
2T

w = ;1(].7

2T
. Spektrum von v(t) cos (,uo?t)
27

w = ;1(].7

T

<
<

+TTTTT+

1 »le
e

>
»

+TTTTT+
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

0 Was bewirkt eine Multiplikation eines periodischen Signals mit einer Exponentialschwingung im Spektrum?

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 12

Differentiation und Differenzenbildung — Teil 1:

Q Fir kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Gegeben: Gegeben:
v(t) o—e ¢ v(n) o—e Var(p).
Gesucht ist die Fourier-Reihe Gesucht ist die Transformierte der
der Ableitung Differenz
w() = 240 vi(n) = v(n) — v(n - 1).
Einsetzen in die Definitionsgleichung ergibt: Durch die additive Uberlagerung einer
dv(t) _ i { i ) euﬂ’rt} IIzolfge mit einer Yerzbg_erten \{aria.nte. (siehe
o py m olien vorher mit ng = 1) ergibt sich:
p=—00

- v(n) o—e Vi (p),
= > g T v(n—1) o—e Vi(p)e /",
v(n) —v(n—1) o—e Vir(u) — Var(p) e 7ot
— Z Cujﬂ— It
,u_—oo\_\,_/

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 13

Differentiation und Differenzenbildung — Teil 2:

Q Far kontinuierliche Signale: Q Far diskrete Signale:
Zusammengefasst ergibt sich: Zusammengefasst ergibt sich:
afv(t)O—ocu,j,u? = ¢y jwy. v(n) —v(n — 1) o— Vy(u) (1 — e77#57)

= Va(p) (1 —e77).

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 14

Integration und Summation — Teil 1:

Q Fir kontinuierliche Signale:
Gegeben:

v(t) o—e ¢

Gesucht ist die Fourier-Reihe des
Integrals

Q Far diskrete Signale:

Gegeben:

v(n) o—e V().

Gesucht ist die Transformierte der

Summe
vi(n) = > v(k),
=0
mit

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 15

Integration und Summation — Teil 2:

Q Fir kontinuierliche Signale:

Einsetzen der Definitionsgleichung fur die Transformation liefert:
vi(t) = / v(T)dr

... Einsetzen der Fourier-Reihenentwicklung ...

o0
= / Z Cp T 4
r=—T =7
... Vertauschung der Summation- und Integrationsreihenfolge ...
o t
= Z Cu / eIHFT dr
p=—oc Y p
’ ... Aufteilung der Summe ...
t ~ t
= Co / OFT dr + Z Cu / T dr
=2 = 1 B = —o00, =T

p#0 2

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 16

Integration und Summation — Teil 3:

Q Fir kontinuierliche Signale:
t 2

_ 02z j 25 T
vi(t) = o ] eV dr + E Cp f e’ T T dr
g = pe e g

T
M= o0, 2
p#0
... Grenzen einsetzen ...
T - 1 2, - 1 o
- (t+ —) * Cp oy 1T — Cu—ar & T 2
2 _Z jn _z_: g T
p = —oc, p= —oc, =(=1)n
pF 0 p#0
... Umsortieren der einzelnen Terme ...
T > 1 — 1 e,
= ¢y (t+ 5) — Z Cu—~5x (_1)u+ Z Cu ~5x eI T
T T T JH
p= —00, B= —00, | )
p#0 pn#0 =c1,
—c10

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 17

Integration und Summation — Teil 4:
QO Zusammengefasst ergibt sich fur kontinuierliche Signale:

t o(t+L)— X - 12% (—1)¥, fiir u =0,
/ v(t) dr o—e ”I:ZSO’

1
= = C -
=72 Hojusr?

sonst.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 18

Integration und Summation — Teil 5:

Q Fir diskrete Signale konnen folgende Umformung vorgenommen werden:

vi(n) = Z’U(ﬁ?)
k=0

... Vertauschen der Summationsreihenfolge ... n
= v(n)+vin—1)+..4v(n—n) = Z v(n — k)

... Einsetzen der IDFT fiir verschobene Signale ...
M—1

i ]. .27 . 20T

V —JusER _jusEn
ZM D Var(p) e7H et
k=0 u=0

... Vertauschen der Reihenfolge der Summen ...
M—1 n

- Z Var (1) e]#M” Ze—j#%fﬁ
k=0
... Aufspalten der Summe...
1 :n 2 i -2 i -2
- 70=En jO27 i JusEn —JHEER
= Var(0) e?V Ze M4 Z Var () et Ze M

N—
=1 =0 =1 p=0 k=0

p#0
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 19

Integration und Summation — Teil 6:

Q Far diskrete Signale konnen folgende Umformung vorgenommen werden:

M—1 n
1 7T ks . a . T
'Ul(’n) = M 02 j :6 702 _|_ : : V]\J(ﬂ) eljui—fﬂ, 2 6_'7'u%"1'ﬁ]
*1 kK= 0 = IJJZO,[,L#O r=0
... Vereinfachungen und endliche Reihe einsetzen ...
M—1 -
]' s 27 ]. — e_jl“bﬁ(n"_l)
= Var(0) - 1 V, VIS vl
ar |0 (et ) ZOM#O ha(u) e 1 — e mit
p=0,

... den letzen Bruch aufteilen und vereinfachen ...

= — [Vu(0)-(n+1) + > ———L W — 3" V() ———
1 — e~ IHAT 1 :
L u=0,u#0 pw=0,17#0

... Summanden neu sortieren ...

i M-1 M—-1
1 Z e —inr Z Vi i 2m
M —e 3.“’ ]\f 1—e¢€ —Ju Mr
- p=0,u#0 | p=0,1#0 p)
Vs (0) =Vim(p)

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 20

Integration und Summation — Teil 7:

O Zusammengefasst ergibt sich fur diskrete Signale:

n Var(0)- (n+1) — z Var(v) = j”f&;ﬁ, fiir -y = 0,
> () o s

=0 Var (i) —L—, sonst.

2T
1_6_.7FL M

‘H\II

0 Anmerkungen:

Q Vergleicht man die Differentiation und die Integration bzw. die Differenz- und die Summenbildung, so fallt auf,
dass dies offenbar eine Umkehrung ist.

Q Auch wenn man die einzelnen Operationen im Signal- und Spektralbereich (Verschiebung versus Modulation)
vergleicht, so fallen Symmetrien auf (nattrlich immer unter Beachtung von Detailunterschieden).
Diese haben (naturlich) mit der formalen Verwandtschaft der Analyse- und Synthese-Gleichungen zu tun.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:
O Gegeben sei folgende Differentialgleichung fiir die periodischen Signale v(¢) und y(¢) (gleiche Periodendauer):

y(t) + an dzil(tt) = bo ’U(t) + bl d?(;(tt)

.

Wie lautet das Verhaltnis der beiden Fourier-Reihenentwicklungen St 5

Co,u
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 21

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 1:

Q Eine Zerlegung der kontinuierlichen und diskreten Signale in Real- und Imagindrteile, sowie eine Zerlegung der
zughorigen Spektraldarstellungen ergibt ...

... fir kontinuierliche Signale: ... fur diskrete Signale:
v(t) = vre(t) + Jvim (D), v(n) = wve(n)+joim(n),
Cy = CuretJCuim- Var(e) = Varve(it) + 7 Varim()-
Analog dazu konnen die Signale und die Spektralzerlegungen in gerade und ungerade Anteile zerlegt werden.
Eine gerade ...
... Funktion ist dabei gemaf ... Folge ist dabei gemal}
g(t) = g(=t) gn) = g(-n)
definiert. Eine ungerade gemal ...
u(t) = —u(—t) u(n) = —u(—n)
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 22

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 2:
O Es existiert eine eindeutige und umkehrbare Zerlegung in gerade und ungerade Anteile fiir beliebige Signale.

Der gerade Anteil wird gemaR
1 1
Vge(t) = 3 [’U(f) + fu(—t)] bzw. vge(n) = 3
bestimmt, der ungerade gemaR
1 1
van(t) = 5 {v(t) — ’U(—t)} bzw. vun(n) = 5 ['v(n) — fu(—n)}.

Die Summe des geraden und des ungeraden Anteils ergibt wieder das Signal selbst:
v(t) = vge(t) + vun(t) bzw.  v(n) = vge(n) + vun(n).

Q Diese Zerlegung kann genauso wie auf Signale auch auf die Spektralzerlegungen angewendet werden.

Seite 53

4
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 23

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 3:

Q Es bestehen folgende Zusammenhange zwischen den geraden bzw. ungeraden Real- und Imaginarteilen des Signals
und des Spektrums:

Q Fur kontinuierliche Signale:

U(t) = Ure,ge(t) + 'Ure,un(t) + .7 Uim,ge(t) + J Uim,un(t)

R

C;,L — Cy,re,ge + Cpre,un + jc,uirn,ge + jc,uirn,un-

Q Far diskrete Signale:

v(’n) — Ure,ge(n) + Ure,un(n) + jvim,ge(n) + jvim,un(n)

| ==

VM(,UJ) = VM re,ge(ﬂ) + VM re,un(,u) + j VM im,ge(ﬂ) + ] VM im,un(,uf)-

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 24

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 4:

O Konsequenzen fiir den Spezialfall

v(...) € R,
d.h. Vim ge(...) = Vimun(-.-) = 0.

Da der Imaginarteil des Signals Null ist, ergibt sich fir die Spektraldarstellungen ...

... von kontinuierlichen Signalen: ... von diskreten Signalen:

Cpim,ge = Cure,un = 0. Vi im,ge(;u') - VMfre,un(iu) = 0.

Damit ergibt sich fur die Spektraldarstellungen von reellen ...

... kontinuierlichen Signalen: ... diskreten Signalen:
Cp = Curege T J Cpim,un; Vi (H) = Vi rc,ge(ﬂ) +J7 VM im,un(/@)a
Curege = Re{cﬂ}, «—— gerade ——> Re{VM(;u)} = Virrege(tt),
Cuim,un = Im{cu}° <— ungerade —> Im{vﬂff (/i)} - ‘/Mf im,un(ﬂ)-

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 25

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 5:

O Konsequenzen fir den Spezialfall v(...) € R:

Q Umkehrung der ,,Frequenzrichtung”

... fir kontinuierliche Signale: ... fur diskrete Signale:
gorade ungerade ) gerade - ungerade }
Cop = preme i Var(=) = Virrege(—#) 45 Vit imun(—1)
= Curege — J Cuim,un = Virrege(t) = J Vasim,un (1)
c, = Vu(w)

Daraus folgt: Bei reellen Signalen muss nur die Hdilfte des Spektrums bestimmt, gespeichert, verarbeitet, usw. werden,
die anderen Anteile knnen rekonstruiert werden (dies spart Speicher)!
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Eigenschaften und Satze — Teil 26

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 6:

O Konsequenzen fiir den Spezialfall v(...) € R:

Q Eigenschaften des Betrags der Spektralkomponenten — Teil 1:

Fir kontinuierliche Signale gilt Fir diskrete Signale gilt:

cp = ‘CM’ Bj arg{c.u}. VM(/_L) — |V]\/I(/J)| Bj arg{VM(u)}'
Fiir den Betrag gilt dabei:

leu] = +\/ Cire + Clrim - Var ()| = +\/Vf{re(ﬂ)+vﬂ?fim(ﬂ’)'

Setzt man die Besonderheiten von reellwertigen Signalen ein, so ergibt sich:

’cﬂ‘ = —l_\/ ,ure ge ,ulm un ° ‘VMf( - +\/ M re, ge +VJ\/IIIH un(u)'
gerade gerade
Ungerade, aber durch Quadrieren Ungerade, aber durch Quadrieren
wieder gerade wieder gerade

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 27

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 7:

O Konsequenzen fiir den Spezialfall v(...) € R:

Q Eigenschaften des Betrags der Spektralkomponenten — Teil 2:
Damit ergibt sich flir den Betrag der Spektralkomponenten von ...

... kontinuierlichen Signalen: ... diskreten Signalen

lcu| = Je-ul. V()| = [Var(=p)]-

Das Betragsspektrum eines reellen Signals ist gerade in (!

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 28

Symmetriebeziehungen zwischen Signal- und Spektralkomponenten — Teil 8:

O Konsequenzen fiir den Spezialfall v(...) € R:

Q Eigenschaften der Phase der Spektralkomponenten:

Fir die Phase der Spektralkomponenten gilt fir reelle ...

... kontinuierliche Signale: ... diskrete Signale:
i Vi im
arg{c,} = arctan (Cc“ 1m) arg {Var(n)} = arctan (Vii((ﬁ)))
pure 1 re
i V im,un
= arctan (—c“ Hn’un) = arctan( M im,n (A ))
Clire,ge VM' re,ge (N)
= —arg{c_,}. = —aIg {VM(_N)}~

Die Phase des Spektrums eines reellen Signals ist ungerade in !

4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 29

Fourier-Cosinus-/Sinus-Reihe — Teil 1:

Q Aufgrund der Symmetrien von reellen Signalen konnen die urspriinglichen Transformationsbeziehungen umgeformt werden.
Dies ist zum Beispiel auch fiir die Diskrete Fourier-Transformation moglich (aber auch uniblich):

Q Fur die Fourier-Reihe ergibt sich fur reelle Signale:

v(t) = Z c,uej“%ﬂt

... Aufspalten der Summe ...

= E Cu I +co—|—E C eI T

H=—00
Umkehren der Summationsreihenfolge der ersten Summe ...
oo oo
— i 2T i 20 ¢
= E c_,e T —|—co—|—g c, et

Zusammenfassen der beiden Summen ...
27T
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 30

Fourier-Cosinus-/Sinus-Reihe — Teil 2:

Q Fortsetzung:

o
v(t) = co+ Z [c_ﬂ T L ¢, ej/ﬂ%t]
e ... Aufspalten der e-Funktion in sin(...) und cos(...) ...
> 2 _ ) 2
= c¢o+ ; [(cﬂ + C—u) cos (;u,?t) + 7 (Cu — C—u) sin (u?t”
... Einfiihren folgender Abkiirzungen unter Verwendung der Symmetrie ...
a, = cutec, = cutc, = 2Re{c,} €R
by = jlepw—c—p) = jleu—c;) = —2Im{c,} € R

= co+2aucos( ) Zb sm( )

Alle beteiligten Funktionen und Koeffizienten sind reell!
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Eigenschaften und Satze — Teil 31

Fourier-Cosinus-/Sinus-Reihe — Teil 3:

Q Die reellen Reihenkoeffizienten werden dabei wie folgt bestimmt:

to+T
co = % / v(t) dt, <«<—— Mittelwert des Signals
to
2 " 2
T
a, = 2Re{c,} = T / v(t) cos(uTt)dt,
to
to+T
2 2
b, = —2Im{c,} = T / v(t) sin(u%t)dt.
to
Q Durch Umkehrung der bisherigen Gleichungen wird mit

Cy = §(aﬂ—jb“), c_, = ¢, firp e {1, .., oo}

daraus wieder die komplexe Fourier-Reihe in einheitlicher, kompakter Schreibweise.

Q Fur die Diskrete Fourier-Transformation kann dies auf nahezu gleiche Weise angewendet werden.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Verstandnisfragen

Partnerarbeit:

Versuchen Sie in Partnerarbeit folgende Fragen zu beantworten:

O Gegeben sei eine periodische reelle Folge mit der Periodendauer 16. Wie viele Datenworte (Speicherstellen)
benotigen Sie, wenn Sie das Spektrum ohne Redundanz speichern wollen?

O Gegeben sei eine Folge, die sich durch eine gewichtete Summe von Sinusfolgen (ohne Phasenterm) beschreiben lasst.
Was konnen Sie tUber die DFT dieser Folge aussagen?

l .
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 1

Beispiel zur Signalanalyse von realen Signalen — Teil 1:

0 Analyse von Sprachsignalen:

Q Ein Mikrofonsignal wird zunachst mit 16 kHz abgetastet.
Q Dieses diskrete Signale wird dann in einzelne Blocke der Lange M = 512 aufgeteilt.
O Die Aufteilung kann dabei auch lberlappend sein, der Blockabstand R kann z. B. R = M /4 betragen.

Q Zusatzlich kann jeder Block mit einer sog. Fensterung versehen werden, damit die Randbereiche weniger ins
Gewicht fallen als der Bereich in der Mitte des Blockes.

Q Jeder einzelne Signalblock wird dann (gedanklich) periodisch fortgesetzt und es kann dann eine DFT dieses Signals
bestimmt werden.

Q Die so erhaltenen Spektralvektoren werden zu einer Matrix zusammenfasst.

QO Man stellt oftmals das logarithmierte Betragsspektrum auf diese Weise dar.

Solche Zeit-Frequenz-Darstellungen nennt man ,,Spektrogramm®”.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Beispiele — Teil 2

Beispiel zur Signalanalyse von realen Signalen — Teil 2:

Zeitsignal
0 1 2 3 4 5 6
Abtasttakte x 10*
Zeit-Frequenz-Analyse mit R = 128, M = 512
N — = ‘ = ==
o = = = n
450 S = 3 = e -
2= - F = = =
400 o = =
350 ; é
- R E'k
§ 30 - =
5 250 == = :
5 '.; - -
> i s
L 2001 - e 5
: =
150 % = .
100 g =g | e —
oL Y g = = = oo e = i
. == = E = =—r = g o N
0 2 3 4 5 6
Abtasttakte 4
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 3

Cosinus mit Gleichanteil — Teil 1:

O Gegeben sei folgendes Signal:
v(t) = Vg + U1 cos(wit + ).

2
O Die Periodendauer dieses Signals betragt 1" = —W, d.h. die Grundfrequenz kann mit
w1
21

(.L)]_:?

angegeben werden.

O Wendet man hierauf die Fourier-Reihenentwicklung an, so ergibt sich flir den Koeffizienten ¢, (Gleichanteil, Mittelwert):

T T
1 1
co = T/v(t)dt: ?_/f&o /vlcosw1t+go)d = p.
0 o0 ,
/ :@OT =0
Zum Beispiel ... /

Da iiber eine volle Periode der
cos-Schwingung integriert wird.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Beispiele — Teil 4

U1

Cosinus mit Gleichanteil — Teil 2
) T
it gy 4 —
f T
0

Q Fir den Koeffizienten ¢y erhalt man
e
T
f cos(wit + @) e 791t dt
0

Da iiber eine volle Periode der Schwingung integriert wird

[ jr 4 e_-jm] ergibt ....

—j(wit+yp) e—jwlt dt]
Seite 67

T
/COS wit + @) e It dt
0

2

H|S>

.. Einsetzen von cos()

T
. .(w1t+(p) e—jwlt dt + /
0

T
/ =i (201 t4) dt]
0

el dt +

St~ Cl’\ﬂ
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 5

Cosinus mit Gleichanteil — Teil 3:

Q Fortsetzung

~ T T A~
¢ = % e-W/ldtJr/e—j(?‘“l“‘P) dt] = %e-j""
0 0
—— ~~ 4

Q Eine gleichartige Rechnung liefert fir den Koeffizienten c¢_; :

U1
c-1 = e 1P = (]

Q Fir die Koeffizienten ¢, mit 1+ # —1, 0, 1 wird stets iber eine ganze Zahl von Perioden der sin- und cos-Schwingungen integriert.
Hieraus ergibt sich

¢, =0, Vué&{-1,0,1}.

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1 Seite 68



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 6

Cosinus mit Gleichanteil — Teil 4:

Re

O Daraus ergibt sich eine endliche Fourier-Reihe mit nur 3 Koeffizienten: eicu}

u(t) = e e TT poeg 4 el T

v
Q Setzt man die Ergebnisse fir die drei Fourier-Reihenkoeffizienten ein, so ergibt sich:
P2 s 29
v(t) = cg +c1e 7Tt f Tt
( ) 0 ) 1 1 Im{CM}A
= Uy + U—zl[ej“”ejz?ﬁt + el¥ ejz?ﬁt]
2

= TAJU + ’lA)l COS(wlt-FC,D).
T Wie urspriinglich gegeben ...

0 In derart einfachen Fillen ist das Ergebnis (mit etwas Ubung) unmittelbar zu sehen.
Die Integration gemald der Herleitung auf den letzen Folien ist dann nicht no6tig (aber natlrlich zuldssig).
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 7

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 1:
O Gegeben sei folgendes Signal:
v(n) = [1}0 + 1 cos(an)} cos(kQn)

2
mit91:%,K220,k:5.

O Da die Periode des ersten Cosinusterms ein ganzzahliges Vielfaches der Periode des zweiten ist, bestimmt der erste
Term die Gesamtperiode
M = K = 20.

0 Wendet man die diskrete Fourier-Transformation an, so ergibt sich fur den Koeffizienten V,,(0) (Gleichanteil, Mittelwert):
=1

M—1 ——— M—1
Var(0) = Z v(n) e IO = Z v(n)
n=0 n=0
... Einsetzen des gegebenen Signals ...
M—1 M—1
= g Z cos(kQyn) + 0y Z cos(21n) cos(kQyn)
n=0 n=0
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 8

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 2:

O Im Folgenden immer wieder verwendete Rechenregeln:

Q Exponentialfunktionen betreffend:

e’* = cos(x) + jsin(x)
e 7" = cos(x) — jsin(x) = [ej‘“]*
e/ + eI = 2 cos(x)
et — eI = j2sin(x)

Q Cosinusfunktionen betreffend:

cos(z) cos(y) = %[COS(H’J —y) + cos(z + y)]

Q Summen betreffend:

o9 Mo —11 N—1 1 SCN
E xn — E .’Enl :Cn — x?’u E .’En — $n1 1 m|t Ng — Ny = N _ 1
n=mn1 n=>0 n=0 -

Daraus ergibt sich fir |z| < 1:

- 1
Z:I:”’ = xnll—a}'

n=mi
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Beispiele — Teil 9

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 3:

Q Fortsetzung zur Bestimmung des Koeffizienten V;,(0):

M-1 M-1
Var(0) = g Z cos(kSin) + 01 Z cos(21n) cos(kQn)
n=0 n=0 1. . )
.. Einsetzen von cos(x) = 3 7 + e79%] ergibt ...
o [M1 M—1 M—1
= 30 z elFhn 4 Z eIk 4 G Z cos(Q21n) cos(kQ21n)
L n=>0 n=0 n=0
... Einsetzen der Formel fiir endliche geometrische Reihen ergibt ...
T : : M—1
b [1— kM ik M )
= 5 | T + =T + 01 Z;) cos(Q1n) cos(kQin)
L n=
Einset Q o o ibt
... Einsetzenvon Q)1 = — = — ergibt...
S S Vi
~ 271,27 27,27 M—-1
Do | 1 —eldaM 1 eikuM .
= — . . + v cos({21n) cos(k2in
= =0

l .
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1 Seite 72



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Beispiele — Teil 10

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 4:

Q Fortsetzung zur Bestimmung des KoeffizientenV;,(0):

M—1
Vi (0) = 04 Z cos(21n) cos(kn)
n=0 1
... Einsetzen von cos(z) cos(y) = : [cos(z —y) + cos(z +y)] ergibt...
o, M= 5 M1
1
=5 ; k—i—l an) + EHZ:O cos((k—l)ﬂln)

... Diese Terme haben wieder die gleiche Struktur wie auf der Folie zuvor,
d.h. sie haben jeweils den Wert 0. ...

O Bei der Bestimmung der Ubrigen Koeffizienten kann nun genau so vorgegangen werden. Alternativ bietet sich aber ein
Umformen der Cos-Terme in Exponentialterme an. Sollte dies vollstandig gelingen, so konnen die einzelnen
Spektralanteile durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden.
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 11

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 5:
O Umformung der Eingangsfolge:
v(n) = [ff)o + 0 cos(an)] cos(kQ21n)
... Auflésen des Ausdrucks in Klammern ...
= g cos(kQin) + 01 cos(21n) cos(k2yn)
. 1 :
... Einsetzen von cos(x) cos(y) = 5 [cos(z — y) + cos(z +y)] ergibt...

~ ~

= g cos(kin) + % cos ((k+ 1)Qn) + %1 cos ((k + 1)Qn)

] 1, .. . .
... Einsetzen von cos(x) = 3 (7" + e~7"] ergibt ...

— UZ_O -ejkﬂln + e—jkﬂln] < Anteile bei Vy; (k) und Vi (—k) = V(M — k)
+ % i (k+1)n 4 o= (k+1)n] «—— Anteile bei Vi (k + 1) und Vy (—k — 1)

ol . = V(M —k —1)
+ o [T 4 eI (DO Anteile beiVay (k — 1) und Vyy(—k + 1)

= VJM(A{ —k+ 1)
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Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation
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Beispiele — Teil 12

Modulierter Cosinus mit Gleichanteil — Teil 6:

Q Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

B

Vi (k) = V(M — k) — 50
Vik+1) = Vu(M —k—1) = %
Vir(k—1) = V(M —k+1) = %

Vielp) = 0, Yug{k—1,kk+1,M—k—1,M—Fk M—Fk+1}.

Q Betragsspektrum:

Var(p) Basisspektrum des Cosinus mit
A Var (k) Gleichanteil nach rechts und links
M verschoben ...
i Vi (k— 1)
* 0 [ I Vi (k+1) X I
P -
E—1 k M —k M
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Beispiele — Teil 13

Impulsfolgen - Teil 1:
O Gegeben sie folgendes Signal:

oo

U(n) - Z FYO(n*)\M)a
A=—o00

d.h. ein M-periodischer Impuls-Kamm.

Q Signaldarstellung:

— — oo — *~—o— — — > N

O Die Periodendauer des Signals betragt M. Innerhalb einer Periode gibt es nur einen von Null verschiedenen Wert im Signal.

l .
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Beispiele — Teil 14

Impulsfolgen — Teil 2:

Q Bestimmung der Spektraldarstellung:
M—1
i 2T
Vi) = D o) e 17
n=0
... Einsetzen des Impulskamms. Da nur ein Impuls innerhalb der Summationsgrenzen vorkommt, kann dies

wie folgt vereinfacht werden ...
M—1

— Z ’Y()(n) e_jﬁ'l'?\/_?n

n=0

... Durch die Ausblendeigenschaft des Impulses bleibt nur ein einziger Exponentialterm iibrig ...

= e IrEO = 1V p.
Periodische AV ( Periodische Wiederholung
, (1)
Wiederholung . L/// AN

LR R O R L R 4
| 000 i coo i
T N N S - T - T T > [
-2 -1 0 1 2 M 2M
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Beispiele — Teil 15

Impulsfolgen — Teil 3:
0 Gegeben sei das kontinuierliche Aquivalent zum zuvor behandelten diskreten Impulskamm:

o(t) = T i So(t — \T),

A=—00

d.h. ein periodischer (Dirac-) Impulskamm mit Periodendauer 7.

Q Signaldarstellung:

v(t)
Gewicht ~ - I

—— .
0 T 2T 3T

Q Die Periodendauer des Signals betragt 71'. Innerhalb einer Periode gibt es nur einen Dirac-Impuls im Signal.

4
'*M Digitale Signalverarbeitung und Systemtheorie | Signale und Systeme — Teil 1 | Spektraldarstellungen determinierter Signale — Teil 1

Seite 78



Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Beispiele — Teil 16

Impulsfolgen — Teil 4:

Q Bestimmung der Spektraldarstellung:

v(t) e IMFL gy

N[ =

|
\wlﬂ NH\MH

Cu

... Einsetzen des Impulskamms ...

o0
Z (t — AT) e I# 7t gt

N[ =

|3

... Nur ein Dirac-Impuls liegt innerhalb der Integrationsgrenzen ...

So(t) e IHFt gt

I
—l

X

.. Verwenden der ,Ausblendeigenschaft” des Dirac-Impulses ...

So(t) e I TO gy
——
=1
.. Verwenden der , Fliicheneigenschaft” des Dirac-Impulses ...

Il
—l

0N

= 1

<

L
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Beispiele — Teil 17

Impulsfolgen — Teil 5:

Q Visualisierung der Spektraldarstellung:

Cu

S e

—2-1

|
1
Q Durch Vergleich der Eingangssignale und der Reihenentwicklungen ergeben sich folgende Zusammenhange

Qim Kontinuierlichen: %} eIHTFt — T ot —AT).

H=—00 A=—00
1 M-—-1 o0
. . . - 2
Q im Diskreten: - AT = 3" y(n— AM).
pu=0 A=—00

l .
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AbschlieRende Zusammenfassung

0 Signale und Systeme — EinfUhrung

Q Signale

Q Spektraldarstellungen determinierter Signale

Q Fourier-Reihe und Diskrete Fourier-Transformation

Q Fourier-Reihe: Definition und Begriffsklarung
Q Fourier-Reihe: Berechnung der Koeffizienten
Q Fourier-Reihe: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung
Q Diskrete Fourier-Transformation: Definition und Begriffsklarung
Q Diskrete Fourier-Transformation: Fehlerbetrachtung, Bessel-Ungleichung und Parseval‘sche Gleichung
Q Eigenschaften und Satze

Q Beispiele
O Fourier-Transformation
Q Laplace- und z-Transformation
Q Lineare Systeme
0 Modulation
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