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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal v(t), mit wy = 2% und 7' > 0:

1 dfl1
v(t) = 3sin(wot) — 2sin(dwot) + 3 cos(dwpt) — T [ cos(3wot)

(a) Bringen Sie das Signal v(t) in eine Form, die fiir den Koeffizientenvergleich mit der

wo

trigonometrischen Fourier-Reihe geeignet ist.

Mit

und

folgt

d

dt

(6 — 4sin2(wgt)> =6—4 (; [1 — COS(QUJOt)}>

wo

1
( cos(3wot)

> = 3sin(3wot)

= 4+ 2 cos(2wot)

} + (6 — 4sin? (wgt)>

1
v(t) =4+ 2 cos(2wot) + 3 cos(4wot) + 3sin(wot) + 3 sin(3wot) — 2 sin(4wot)

(b) Markieren Sie in Ihrem zuvor bestimmten Ausdruck fiir das Signal v(¢) den Gleich-

anteil sowie die geraden und ungeraden Wechselanteile.

v(t) = \4/

Gleichanteil

(¢) Bestimmen Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des Signals v(t).

(d) Bestimmen Sie aus den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten die zugehorigen

1
+ 2 cos(2wot) + 3 cos(dwot) + 3 sin(wot) + 3sin(3wot) — 2 sin(dwot)

gerade

O = N

=2,
s k=4,
, sonst,

ungerade

)

p=1,
=3,
w=4,
sonst,

komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, des Signals v(t) fir u € Z.

w e N.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Mit ¢, = %(au — jbu) und c—, = ¢, fiir p € {1,..., 00} folgt:

%_J 7,”2_4>
]% 7/”':737
1 7/”‘:_27
]% 7M:_17
4 ; =0,
cy = )
~j5 =1,
1 , =2,
_J% y =9,
iti o =4,
0 , sonst.

(e) Handelt es sich um ein komplexes oder reelles Signal? Welche Aussage konnen Sie
iiber die korrespondierende Spektraldarstellung treffen was Komplexwertigkeit sowie
gerade und ungerade Spektralanteile betrifft? Begriinden Sie anhand der vorkom-
menden Signalanteile des Zeitsignals v(t).

Da es keine imagindren Terme im Zeitsignal gibt handelt es sich um ein relles Signal.

Die reellen Signalanteile mit gerader Symmetrie vy go(t) entsprechen im Spektrum
einem reellen und geraden Spektralanteil

Ure,ge (t) o—=e V}e,ge (]W) .

Die reellen Signalanteile mit ungerader Symmetrie vye un (f) entsprechen im Spektrum
einem imaginiren und ungeraden Spektralanteil

Ure7un(t) o—e j Vim,un (]W)

Somit ergibt sich mit V(jw) ein komplexes Spektrum mit geradem Realteil und
ungeradem Imaginérteil (hermite-symmetrisch, diese Information ist jedoch nicht
explizit gefragt).

V(Jw) = V;e,ge(jw) + j ‘/irn,un(jw)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei das Spektrum X (jw), mit wy = 2% und T > 0:

X(jw)=m

So(w) + 3 [50(w + 2up) + dow — 2w0)} i [50(w F dug) — Go(w — duy)

+j50(w + wo) — j250(w — 20.10) —1—j50(w + 30)0)]

Signale und Systeme I 2



Aufgabe 1 (33 Punkte)

(f) Skizzieren Sie das Spektrum X (jw) im Bereich w € [—4wp,4wp] mit allen Achsen- (5 P)
beschriftungen. Stellen Sie hierfiir die reellen und imaginiren Frequenzkomponenten
in voneinander unabhingigen Diagrammen dar.

37+ A A e

—— 27T [ —

é g | A A T A A I |
<

= f

e _onl |

=37 [ | | | | | | | | L]

—4dwy —3wg —2wy —wo 0 wo 2w 3wy 4wy
w
Abbildung 1: Realteil des Spektrums X (jw).
3 ]

Im{X (jw)}
4
—

| | | | | | | | |
—4dwy —3wyg —2wgp —wo 0 wo 2w 3wy 4wy
w

Abbildung 2: Imaginarteil des Spektrums X (jw).

(9) Bestimmen Sie die inverse Fourier-Transformierte x(t) des Spektrums X (jw). (5P)

Hinweis: Die explizite Berechnung der inversen Fourier-Transformation ist nicht
notwendig!

Niitzliche Korrespondenzen zur Bestimmung des Zeitsignals:

1 o—e 27p(w)

cos(wpt) o—e {50@) +wo) + do(w — WO)]

sin(wgt) o—e jm [50(01 +wo) — do(w — wo)}
70t o—e 27160 (w — wp)
Daraus folgt fiir die verschiedenen Terme des Spektrums X (jw):

1
5 o—e mdp(w)

3 cos(2wot) o—e 37| do(w + 2wp) + do(w — 2wyp)

Signale und Systeme I 3



Aufgabe 1 (33 Punkte)

j2sin(dwot) o—e — 27 [dp(w + 4dwp) — dp(w — 4wy)

%e_jwm o—e jéo(w + wo)
—jel %0t o—e j5o(w — 2uwp)
ze*j&uot

5 o—e j50(0J+3W0)

Folglich gilt fur das Zeitsignal x(t)

x(t) = B + 3 cos(2wot) + j|2sin(4wot) + 56_]“”“ — It 4 §€_J3w0t

(h) Ist das Spektrum X (jw) bandbegrenzt? Begriinden Sie Thre Aussage.

Das Spektrum X (jw) weist seine maximale Frequenzkomponente bei wy, = 4wg auf
und hat auflerhalb dieser maximalen Frequenz keine Spektralanteile, geméafl

X(jw) =0, V|w| > 4wp.
Somit ist das Spektrum X (jw) bandbegrenzt.
Das Signal z(t) wird nun mit der Abtastfrequenz w, = 12% abgetastet.

(i) Begrunden Sie, ob das Abtasttheorem bei der Abstastung des Signals z(¢) mit der
Abtastfrequenz w, eingehalten wird. Welche Folgen hétte eine Verletzung des Ab-
tasttheorems?

Das Abtasttheorem besagt, dass ein Tiefpass-Signal, bandbegrenzt durch eine ma-
ximale Frequenz wy, (bzw. ein Bandpass-Signal mit der Bandbreite wy,), dann exakt
rekonstruierbar ist, wenn es mit der Abtastfrequenz w, abgetastet wurde:

Wa = 2Wp.
Somit gilt fiir die Abtastung von v(t) mit wy, = 127 = 6wp:
2wp = 8wy £ 6wy = wWa.
Dementsprechend wird das Abtasttheorem hier verletzt.

Bei einer Verletzung des Abtasttheorems kénnen unerwiinschte Signalkomponenten
(Aliasing) im diskretisierten Signal auftreten. Dadurch kann es zur Maskierung von
erwiinschten Signalkomponenten kommen, was zu einem Informationsverlust fiihrt
wodurch das urspriingliche Zeitsignal v(¢) nicht mehr vollstandig aus dem diskreti-
sierten Signal v4(n) rekonstruiert werden kann.

Signale und Systeme I 4



Aufgabe 2 (34 Punkte)

Aufgabe 2 (34 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das diskrete Signal v1(n)

v1(n)

10
S & n
4 3 2 1 0o 1 2 3 4

Abbildung 3: Zeitdiskretes Signal vq(n).

sowie das diskrete Signal va(n), welches wie folgt definiert ist:

N
va(n) = Z Yo(n — K).
r=—N

(a) Zeichnen Sie das Signal y(n) = vy (n)*va(n) im Bereich —6 < n < 6, wobei fiir va(n)
N = 2 gilt. Beschriften Sie die Achsen vollstandig.
Hinweis: Bestimmen Sie die Werte des Signals va(n) und fiihren Sie die Faltung
grafisch durch.
Das Signal v(n) ist ein Rechtecksignal und wird wie folgt definiert:

(n) 1, fir |n| <N,
vo(n) =
2 0, sonst.

Mit N = 2 gilt:

(n) 1, fir ne{-2,-1,0,1,2},
va(n) =
2 0, sonst.

Da v1(n) und va(n) Rechtecksignale sind, entspricht das Ergebnis der Faltung einem
Trapezsignal. Die Form ergibt sich aus den Uberlappungen der beiden Rechtecke
wéhrend der Faltung. Das Ergebnis der linearen Faltung ist ein diskretes Signal mit

Signale und Systeme I 5
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Aufgabe 2 (34 Punkte)

den Werten:

1, n = —>j,
2, n = —4,
3, n = -3,
4, n= -2,
9, n=—1,

y(n) =45  n=0,
9, n=1,
4, n =2,
3, n =23,
2, n =4,
1, n =

Das grafische Ergebnis der Faltung ist in Abb. 4 dargestellt:

y(n)

o} 50 ©

Abbildung 4: Zeitdiskretes Signal y(n).

(b) Berechnen Sie die zeitdiskrete Fourier-Transformation von Va(e/?) = F {va(n)}.

Durch das Umformen des Signals va(n) in
1, fir |n|] <N,
v2(n) = .
0, fir |n|> N.

kann die Transformation

oy Sin (v + 1) sin(0e+3)  sin(2)
Vale™) = sin(£2/2) N sin(£2/2) - sin(€2/2)

aus der Korrespondenztabelle abgelesen werden.

Signale und Systeme I
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Aufgabe 2 (34 Punkte)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben ist die Folge vk n(n), welche wie folgt definiert ist:

K

> sin?(nk %), 0<n<N,
v, N(n) = 4 k=1
0, sonst.

(c) Bestimmen Sie die Werte der Folge vy 4(n) fiir den Bereich —1 < n <'5. (4P)
Die Werte der Folge vy 4(n) ergeben sich durch Einsetzen der diskreten Werte in die
Definition von v, n(n). Die Berechnung liefert:

L=t
1, n=2,
via(n) =1,
bR n:?),
0 Vn e Z\{1,2,3}.

Mit h(n) ist ein weiteres diskretes Signal gegeben und wird wie folgt definiert:
h(n) =y-1(n) +7-1(n = 2) =3v-1(n = 3) +7-1(n — 4),
wobei y_1(n) die Sprungfolge bezeichnet.

(d) Berechnen Sie das Signal yr,(n), welches durch die lineare Faltung von v 4(n) mit
h(n) definiert ist:

yL(n) = vi4(n) * h(n).

Bestimmen Sie zusétzlich die Gesamtlange des diskreten Signals yr,(n). (6P)
Einsetzen der Werte in h(n) ergibt:

1 n =020,
n=1,
h(n) =<2 n=2,
-1 n =3,
0, Vn e Z\{0,1,2,3}.

Das Ergebnis der linearen Faltung wird wie folgt berechnet:

o)

yr(n) = Z v1,4(k) - h(n — k).

k=—o00

Die diskreten Werte fiir y(n) lauten:

y(n) = {

Fiir die Lange der lineare Faltung gilt:

135 1}
9279797 Ty

M =DM +My;—1

wobei M; die Lénge des Signals v1 4(n) und M, die Lange des Signals h(n) ist.

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 2 (34 Punkte)

o M; =3 (Lange von v 4(n))
o My =4 (Lange von h(n))
Daraus folgt:

M=3+4—-1=6.

Das spektrale Signal Yas(p) ergibt sich aus dem Signalflussgraph, wie in Abb. 5 dargestellt
ist.

Vie,n (1) Y (1)

&

Abbildung 5: Verschaltung der gegebenen Signale.

Hierbei ist Yas(u) gegeben durch:

6, p =0,
1472, p=1,
% —
M (1) 0, L—2,
1-52, p=3
(e) Bestimmen Sie die IDFT y(n) = IDFT {Ya(p)} fir 0 <n < 3 mit M = 4.

Die IDFT ist durch die Formel definiert:

wobei M = 4 die Lénge des Signals ist.
Firn=0:

1< 2
y(0) = 7 D" Ya(u) -/ 0%
n=0

Da d 501 = 1 fiir alle {1, ergibt sich:

-8 =2.

=

YO)= 3 (64+(1+2)) +0+(1-2))) =

Fir n =1:
1 3 =27
y(1) =5 > Va(p) -5
n=0

Nach Vereinfachung:

(6+(-245) +0+(-2— ) = ;2=

y(1) = 5

=

Signale und Systeme I 8
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Aufgabe 2 (34 Punkte)

Firn=2:

Nach Vereinfachung;:

1

y(2) =7

(6-1-2j-142j)=--4=1.

Firn=3:
1 3 - 27
Y3 =13 Valu) - TF
pn=0
Nach Vereinfachung;:

Y3 =6+ @)+ +j) =1 10=".

Zusammenfassend:
2, n =20,
%, n=1,
yin) =491, n=2,
%, n =23,
0, sonst.

(f) Sind die Folgen yy,(n) und y(n) identisch? Begriinden Sie.
Nein, die Folgen yr,(n) und y(n) sind nicht identisch, da die Operationen im Zeit-
und Frequenzbereich unterschiedlich definiert sind. Eine Multiplikation im Frequenz-
bereich entspricht einer zyklischen Faltung im Zeitbereich, wiahrend die direkte Be-
rechnung von yi,(n) als lineare Faltung durchgefithrt wird. Daher ergeben sich un-
terschiedliche Ergebnisse.

(9) Wie kann die zyklische Faltung in die lineare Faltung iiberfiihrt werden?

Durch Zero-Padding der Folgen vk ny(n) und h(n) auf die Lénge M; + My — 1 wird
die zyklische Faltung so erweitert, dass sie der linearen Faltung entspricht. Dadurch
werden periodische Uberlappungen vermieden und das Ergebnis korrekt berechnet.

Signale und Systeme I 9
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Aufgabe 3 (33 Punkte)

Aufgabe 3 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und Teil 3 geldst werden.

Gegeben sind die drei Pol-Nullstellen-Diagramme kontinuierlicher Systeme aus Abbildung
6.

tings} tings} tn(s}
1 1 1
&% - -0
o LR TR o T R
X w--d &
-1 —1 -

(A) PN-Diagramm (B) PN-Diagramm (C) PN-Diagramm

Abbildung 6: Pol-/Nullstellen-Diagramme kontinuierlicher Systeme.

(a) Ordnen Sie den Pol-Nullstellen-Diagrammen die zugehorigen Systemeigenschaften
zu. Begriinden Sie Thre Antwort.

(I) stabil & reellwertig
(IT) grenzstabil & minimalphasig
(ITII) maximalphasig & reellwertig

e (A) — (II) Das System ist grenzstabil, da die Polstellen auf der imagindren
Achse liegen. Die Nullstelle liegt in der linken Halbebene, daher ist das System
minimalphasig.

e (B) — (I) Das System ist stabil, da die Polstellen in der linken Halbebene
liegen. Auflerdem ist es reellwertig, da sowohl die Pol- als auch die Nullstellen
als komplex konjugierte Paare vorliegen.

e (C) — (III) Das System ist maximalphasig, da die Nullstellen in der rechten
Halbebene liegen. Die Nullstellen liegen als komplex konjugiertes Paar vor und
die Polstelle ist reell, daher ist das System reellwertig.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und Teil 8 geldst werden.
Das System S1{-} wird durch die folgende Gleichung

y(t) = v(t) - cos (wo(t - T))

Signale und Systeme I 10



Aufgabe 3 (33 Punkte)

mit y(t) = S1{v(t)} beschrieben. Dabei gilt v(t) € RVt und T € Z.

(b) Untersuchen Sie das System auf Linearitit, Verschiebungsinvarianz, Kausalitit und
Stabilitdt. Begriinden Sie Thre Antwort inklusive Vorgehensweise ausfiihrlich.

e Linearitét
Ein System ist linear, wenn der Uberlagerungssatz gilt:

S{ i alvl(t)}: i OtlS{Ul(t)}

l=—00 l=—00

Fiir das System Si{-} gilt:

S{ i alvl(t)} = i agvy(t) cos (wo(t—T)) = i qu{vl(t)}

l=—00 l=—0 l=—00

Somit ist das System linear.

e Verschiebungsinvarianz
FEin System ist verschiebungsinvariant, wenn die Reihenfolge des Systemopera-
tors und einer Signalverschiebung vertauscht werden kénnen:

S{o(t —7)} =yt —7)
Fiir das System S1{-} gilt:
S{u(t —7)} = v(t — 7) cos (wo(t — 7))
#y(lt—71)=v(t—7) cos (wo(t -7 — T))

Das System ist also nicht verschiebungsinvariant.

o Kausalitit
Ein System ist kausal, wenn der Systemausgang y(t) zum Zeitpunkt ¢y nur von
v(t < tg), also Werten aus der Vergangenheit, abhéangt.
Dies ist hier gegeben, weshalb das System kausal ist.

e Stabilitét
Fin System ist stabil, wenn es auf ein beschranktes Fingangssignal mit einem
beschrankten Ausgangssignal reagiert:

Fiir |u(t)] < My < oo, Vit muss gelten |y(t)] < My < oo, V.
Fiir das System Si{-} gilt:
lv(t)] < My < o0, Vt,
()] = [o(t) cos (wo(t —T))| < M < o0, V1.

Somit ist das System stabil.

Signale und Systeme I 11
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Aufgabe 3 (33 Punkte)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und Teil 2 gelost werden.

Gegeben sei ein diskretes System mit der folgenden Ubertragungsfunktion H 1(2):

(¢) Bestimmen Sie die Impulsantwort hg 1(n) aus der Ubertragungsfunktion Hy(z). Es
gilt |z| > |al.
Hinweis: Eine Partialbruchzerlequng ist zur Losung dieser Aufgabe hilfreich!
Um die Impulsantwort zu bestimmen, muss zunéchst eine Partialbruchzerlegung
durchgefiihrt werden. Dafiir ist es sinnvoll, die Ubertragungsfunktion in eine geeig-
nete Form zu bringen:

(:-G+iD) (-G -iD)
Hi(z) = 1 1
(z—J3)(z+77)
_ (=35
(=i +3i7)
-+ E
(2 —Jg)(z +31)
Nun erfolgt die Partialbruchzerlegung:
Hy(2) R A B c
= 1 1 =—+ 1 + 1
z 2(z—jpz+i1) 2 z2-Jj; z2+i;z

Bestimmung der Koeffizienten A, B und C"

2 5 5
(z—Jjg)(z+Jg) 0 6
5 1 -1
_22_z+1—6 _ 1~ Ja — 9242
1 1
2 5 1 1
C_Z —Z+T6 _Z‘i‘jz ——2—j2
=D |, 8
—24372)z —2—-32)z
Hi(z) =54 2Dz, (F2772)

z—j% z—i—ji

4
zZ—a

Mit den Korrespondenzen 1 e—o~(n) und
santwort:

o—o0a" vy_1(n) ergibt sich die Impul-

(—2+j2)z+(—2—j2)z

1

Hi(z) =5+ : :
Z—=77 Z+ 77

Signale und Systeme I 12



Aufgabe 3 (33 Punkte)

l 1

hoa(n) = 530(m) + (24 32) (i7) " vam) + (2= 52) (= i) 71 ()

(d) Zeichnen Sie die Impulsantwort hg j(n) im Bereich n € [—1,5] mit allen Achsenbe-
schriftungen. Bitte geben Sie die jeweiligen Funktionswerte auf zwei Nachkommas-
tellen gerundet an. Ein Rechenweg muss nicht angegeben werden.

ho(n)
!
0,5 + 0,25
T 0£6 20,02 0
—@ T T @ *—
-1 2 3 4 5 M

-0,5 +

1 +---

Abbildung 7: Impulsantwort hg 1(n) im Bereich n € [—1,5].

(e) Ist das System stabil? Begriinden Sie Thre Antwort sowohl anhand der Ubertragungs-
funktion H;(z) als auch anhand der Impulsantwort hg 1(n).
Die Polstellen des Systems kénnen aus dem Nenner der Ubertragungsfunktion H (z)
abgelesen werden. Diese befinden sich innerhalb des Einheitskreises. Daher ist das
System stabil. Zudem konvergiert die Impulsantwort hg1(n) gegen Null, wodurch
ebenfalls darauf geschlossen werden kann, dass das System stabil ist.

(f) Ist das System maximalphasig? Begriinden Sie Thre Antwort.
Die Nullstellen maximalphasiger Systeme liegen auflerhalb des Einheitskreises. Aus
dem Zihler der Ubertragungsfunktion H 1(z) konnen die Nullstellen des gegebenen
Systems abgelesen werden. Diese liegen innerhalb des Einheitskreises, weshalb das
System nicht maximalphasig ist.
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Dies ist eine leere Seite.



