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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Aufgabe 1 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal v(t), mit wy = 2% und 7' > 0:

1 dl1 T2
u(t) = —(cos (Bwot) — 3 sin (3wot)> + T [wo cos (2w0t)} + /_7r — cos (dwoT)dt.
(a) Bringen Sie das Signal v(t) in eine Form, die fiir den Koeffizientenvergleich mit der (6 P)
trigonometrischen Fourier-Reihe geeignet ist.
Vereinfachung einzelner Terme:

dl1 2
p [wo cos (2w0t)} = —%00 sin(2wot)
= —25sin(2wpt)

™2 2 (7 27
/ — cos (dwoT')dt = ;/ cos (4?T)dt

—T —T

2 ™
= —/ cos (8)dt
T J—7
30l
=2t
™ —T
=4
Daraus folgt:
1
v(t) =4 — cos (3wot) — 2sin(2wot) + 5 sin (3wot)

(b) Markieren Sie in Ihrem zuvor bestimmten Ausdruck fiir das Signal v(¢) den Gleich- (2 P)
anteil sowie die geraden und ungeraden Wechselanteile.

. 1.
v(t) = 4 — cos (3wot) — 2sin(2wpt) + = sin (3wot)
—~— —_— 2
Gleichanteil gerade
ungerade
(c) Bestimmen Sie die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten des Signals v(t). (3P)
—2 y M= 27
-1 w=3
co = 4, a, = 7 ’ by=11 =3,
0 . {0 , sonst, g 2 a
0 , sonst.

(d) Bestimmen Sie aus den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten die zugehérigen (3 P)
komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢, des Signals v(t) fur p € Z.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

Mit ¢, = 3 (a, — jbu) und c_,, = cy, fir p € {1,...,00} folgt:

_%—i_j% 7,u:_37
_] 7“2_27
4 , =0,
C,y =
" =2,
_%_]% 7,u:37
0 , sonst.

Im Folgenden soll V(jw) nun das Spektrum des Signals v(t) darstellen.

(e) Welche Aussagen konnen Sie iiber die Symmetrieeigenschaften der reellen und/oder
komplexen Anteile des Spektrums V' (jw) treffen? Begriinden Sie anhand der vor-
kommenden Signalanteile des Zeitsignals v(¢) und treffen Sie eine Aussage iiber die
Gesamtsymmetrie des Spektrums V (jw).

Die reellen Signalanteile vrege(t) = — cos (3wgt) mit gerader Symmetrie entsprechen
im Spektrum einem reellen und geraden Spektralanteil

VUre,ge(t) 00 Vie ge(jw).

Die reellen Signalanteile vye un(t) = —2sin(2wgt) + 3 sin (3wpt) mit ungerader Sym-
metrie entsprechen im Spektrum einem imaginéren und ungeraden Spektralanteil

Ure,un(t) o—e ] ‘/im,un(.jw)'

Somit ergibt sich mit V(jw) ein hermite-symmetrisch komplexes Spektrum mit ge-
radem Realteil und ungeradem Imaginérteil.

V(jw) = ‘/re,ge(jw) +j‘/im,un(jw)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 gelost werden.

Gegeben sei das Spektrum X (jw), mit wy = 2% und T > 0:

X(jw) =7 {350(@ 452 [50(w + o) — olw — wo) | + 450(w — 2w0)].

(f) Skizzieren Sie das Spektrum X (jw) im Bereich w € [—3wy, 3wp] mit allen Achsen-
beschriftungen. Stellen Sie hierfiir die reellen und imaginiren Frequenzkomponenten
in voneinander unabhéngigen Diagrammen dar.
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

47T T T T T T T

37+ A -

Re{X (jw)}
Y

0 4 4 A 4 A

—?Two —2_w0 —Wwo 0 wo 2w 3wop

Abbildung 1: Realteil des Spektrums X (jw).

27T T T T T T I
= T+ |
3
\D 0 4 4 4 4 4
=
E _af ]
—27T l l | | | |
—3wyp —2wg —wp 0 wo 2w 3wy
W

Abbildung 2: Imaginérteil des Spektrums X (jw).

(9) Bestimmen Sie die inverse Fourier-Transformierte z(t) des Spektrums X (jw).

Hinweis: Die explizite Berechnung der inversen Fourier-Transformation ist nicht
notwendig!
Niitzliche Korrespondenzen zur Bestimmung des Zeitsignals:

sin (wot) o—=e j7 [0 (w + wp) — 6o (w — wo)]

0t o—e 278 (w — wp)

Daraus folgt:
3 .
x(t) = 5 + 2sin (wot) 4 27240t

(h) Erkldren Sie, bei welcher Art von Signaldarstellung das Gibbs’sche Phdnomen auf-
treten kann und was die Bedingungen dafiir sind. Begriinden Sie anschlieend, ob
bei der entsprechenden Darstellung von x(¢) das Gibbs’sche Phdnomen auftritt.

Das Gibbs’sche Phénomen kann bei der Fourier-Reihendarstellung von zeitkonti-
nuierlichen Signalen mit unstetigen oder unendlich steilen Signaliibergéingen (z.B
Rechteckfunktion) auftreten. Dies ist der Fall, wenn eine endliche Anzahl von Fourier-
Reihenkoeffizienten zur Signaldarstellung verwendet wird, wodurch nur eine endli-
che Bandbreite reprisentiert werden kann. Die steilflankigen Sprungstellen stellen
jedoch eine Signalanregung mit unendlicher Bandbreite dar, wodurch auch unendlich
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Aufgabe 1 (33 Punkte)

viele Fourier-Reihenkoeffizienten zur korrekten Darstellung bendtigt werden. Daher
kommt es bei der Fourier-Reihendarstellung zu Uberschwingern im Zeitsignal, deren
maximale Auslenkung auch bei Erhohung der Anzahl der Fourier-Reihenkoeffizienten
konstant bleibt.

Das Signal z(t) kann vollstdndig durch eine endliche Anzahl von Fourier-Reihen-
koeffizienten repriisentiert werden, da es aus einer Uberlagerung verschiedener Schwin-
gungssignale mit begrenzter Bandbreite besteht und keine unstetigen Signaliibergénge
aufweist. Daher tritt das Gibbs’sche Phdnomen nicht bei der Fourier-Reihendarstellung
von z(t) auf.

Signale und Systeme I 4



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.
Die DFT eines diskreten Signals v(n) lasst sich wie folgt aufschreiben:

VM(M) =Vu re,ge(ﬂ) + Vi re,un(ﬂ) + ]VM im,ge(u) + ]VM im,un(ﬂ)-

Die Indizierung in der oberen Gleichung ist wie folgt: ,re* steht fiir reell, ,,im* fiir imaginér,
»ge' fiir gerade und ,,un“ fiir ungerade.

(a) Angenommen das Signal v(n) wére reell, wie wiirde sich die obere Gleichung verein-
fachen? Fiihren Sie die Vereinfachung durch.

VM(N) = VM re,ge(,uf) + ]VM im,un(M)-

(b) Fir die DFT aus Aufgabenteil (a) wird die Frequenzumkehrung Vjs(—p) durch-
gefiihrt. Schreiben Sie die Gleichung fiir Vj;(—p) so um, dass ein Ausdruck mit
Abhéngigkeit von Vys(u) entsteht.

VM(_N) =Vu re,ge(_ﬂ) + 7V im,un(_ﬂ) =Vu re,ge(ﬂ) —JiVu im,un(ﬂ) = V;[(N)'

(c) Welche Erkenntnis aus dem Ergebnis des Aufgabenteils (b) lasst sich somit fiir die
DFT von reellen Signale ableiten? Schreiben Sie Thre Antwort in einem bis zwei
Satzen auf.

Bei reellen Signalen muss nur eine Hélfte der DF'T plus ein Element berechnet und
gespeichert werden. Die andere lésst sich rekonstruieren.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 3 geldst werden.

Gegeben seien die Signale w;(t) und ua(t) mit:

u1(t) = sin (;Tfst) , ug(t) = sin (?’;fst) :

(d) Geben Sie die Folgen vi(n) = ui(n - fls) und va(n) = ua(n - i) an, welche durch
Abtastung der Signale u1(t) und us(t) zu den Zeitpunkten ¢ = ni mit n € {0,1,2,3}

entstehen.
0 , n=0,
r ., L,
v1(n) = ,
=30 e
_1 ) )
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

0 , n =0,
-1 ,n=1,
va(n) =
2(n) =14 =2
1 n=
(e) Gegen Sie die Fourier-Transformierten Vj 4(u) = DFT{v;(n)} und (5P)
Vou(p) = DFT{va(n)} fir M =4 und p € {0,1,2,3} an.
M—1 L
Vir(p) = Y w(n)e /M,
n=0

Vo4(0)=-14+1=0
Vau(l) =j+3j=2j
V24(2)=1-1=
V2u(3)=—j—j=-2j

(f) Bei welchen kontinuierlichen Frequenzen f enthalten die Signale w;(¢) und ua(t) An- (2 P)
teile?

up(t) = sin (27 fi1t) = —sin (=27 f1t)
o frt = j:gfst

f1=i%

ug(t) = sin (27 fot) = —sin (=27 fot)
27 fot = :I:?%Tfst

3fs
4

fo==+

(9) Bei welchen diskreten Stiitzstellen p enthalten die Folgen v;(n) und va(n) Anteile? (3 P)
Welchen kontinuierlichen Frequenzen f entsprechen diese.
Beide Fourier-Transformierten der Folgen haben Anteile bei 3 = —1 und pe =

1 Anteile. Die Stiitzstellen der DFT entsprechen Frequenzen von f,, = n%, n €

{Z||n| < &}. Daher enthalten beide Folgen Anteile bei Frequenzen von f = :l:%.

Signale und Systeme I 6



Aufgabe 2 (33 Punkte)

(h) Vergleichen Sie ihre Ergebnisse aus den Teilaufgaben (f) und (g). Erklaren Sie Thre (2 P)
Beobachtungen.
Wiéhrend die Frequenzen von w;(t) und v;(n) ibereinstimmen, ist dies fiir ua(¢) und
v2(n) nicht der Fall. Der Grund hierfiir ist, dass das Abtasttheorem fiir ua(t) verletzt
wurde (fo = 2f; > 1 £, Aliasing).

Signale und Systeme I 7



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 2 geldst werden.

Gegeben seien diskrete Folgen v,(n) und vp(n) der Lange M = M, = My, = 3:

1, nzo, 47 7'[,:0,
va(n) =141, n=1, vp(n) =4¢5, n=1,
—9j, n=2, 2, n=2.

(i) Welche Léange hat jeweils das Ergebnis der zyklischen und der linearen Faltung der
beiden oberen Folgen? (2 P)

lineare Faltung: My, jin = My + My — 1 =5,
zyklische Faltung: My, ,yx = M = 3.

(j) Fihren Sie die zyklische Faltung der beiden Folgen durch. (4P)
M-1
va(n) ® vp(n) = Y va(K)vp(n = K)mod M,
k=0

(k) Gegeben sei das Ergebnis einer zyklischen Faltung einer reellen geraden Folge vy ge (1)
mit einer imaginéren geraden Folge j - vimge(n). Welche geraden, ungeraden, ima-
gindren und reellen Anteile besitzt die Fourier-Transformierte dieser Faltung? (4P)

DFT{Ure,ge<n)} = V;e,ge(,u)v
DFT{j . Uim,ge(n)} = ] : Vim,ge(/‘)a
DFT{(Urege(n)) ® (- 'Uim,ge(n))} =7J- Vre,ge(ﬂ) : Vim,ge(#)-

Die Fourier-Transformierte der Faltung ist imagindr und gerade. Das Produkt zweier
geraden Funktionen ist eine gerade Funktion.

Signale und Systeme I 8



Aufgabe 3 (34 Punkte)

Aufgabe 3 (34 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

3z2—%z—9

2B —22-3z2-1

Hl(Z) =

eines diskreten Systems.

(a) Berechnen Sie alle Pol- und Nullstellen des Systems H;(z).
Hinweis: Eine Polstelle liegt bei 2001 = 2.

o Nullstellen:

3
322*52*9:
1
22—52—3:0
1 1\?
:>ZO71/2212|Z 1 +3
2071:2
202 = —3

2

o Polstellen: Die Polstelle bei 251 = 2 ist bereits gegeben. Um die anderen zu
berechnen, muss zunéchst eine Polynomdivision durchgefiithrt werden:

( 23 —22—32—1):(z—2):z2+z+%

— 23 4222
2% — %z
— 224+ 22
%z —1
0
Bestimmung der weiteren Polstellen:
1
2
2 =0
z5+z+ 5
1 1\* 1
é = — :t _— —_ -
Fo0.2/3 = T (2) 2

1+,1
Z = —— —_
00,2 9 ]2

P8 =5y
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

TIm{z}

20,2 20,1 Roo,1
— % S
2 1 2 Re{z}

Abbildung 3: Pol-/Nullstellendiagramm des Systems H;(z).

(b) Zeichnen Sie das zugehorige Pol-/Nullstellendiagramm. Achten Sie dabei auf eine
vollstandige Beschriftung.

(c) Ist das System stabil? Begriinden Sie Thre Antwort.
Ja, das System ist stabil. Die Polstelle zo, 1 = 2 und die Nullstelle zp; = 2 kompen-
sieren sich. Fiir die weiteren Polstellen gilt |z 5/3] < 1.

(d) Ist das System minimal- oder maximalphasig? Begriinden Sie Thre Antwort.
Das System ist maximalphasig, da fiir die Nullstelle |zp2| > 1 gilt. Die Nullstelle
20,1 = 2 und die Polstelle 21 = 2 kompensieren sich und haben daher keinen
Einfluss.

Teil 2 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 3 geldst werden.

Gegeben sei die Impulsantwort

Poa(n) = ~430() + 371 +4 (3 ) 7-1(n)

eines diskreten Systems.

(e) Zeichnen Sie die Impulsantwort hg2(n) im Bereich n € [—2,4] mit allen Achsen-
beschriftungen. Der Rechenweg zur Bestimmung der Werte muss nicht angegeben
werden.

(f) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion Ha(z) = Z{hga(n)}.

Signale und Systeme I 10
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

h072(n)
y
4 4+
F---®
3 4+
2 )
e ARt EREEE St
1 .
—e ® ‘ ‘ —
-2 -1 1 2 3 4 N

Abbildung 4: Impulsantwort hg2(n) im Bereich n € [-2,4].

z
zZ—a

Mit den Korrespondenzen yg(n)o—=e1, y_1(n)o—e %5 und a" y_1(n)o—e
gibt sich:

er-

ho2(n) = —4~0 + g'y_l(n) +4 (;>n7_1(n)

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 2 geldst werden.

Gegeben seien die drei Pol-/Nullstellendiagramme der kontinuierlichen Systeme Hj(s),
H,(s) und Hs(s) in Abbildung 5.

o [Im{s} o |Im{s} o |Im{s}
r r 50,1 50,1 r
Soo,1 Y -1-) S0,1 1 +---Q) -1-+
| T Re{s} S0l T i Re{s} | r Re{s}
| | bt K b e —
2 a1 2 R 2 |12
o ot | A6 R
€ L 50,2 Soo,1
2+ 2+ 2+

(a) PN-Diagramm von Hs(s).  (b) PN-Diagramm von Hy(s).  (c) PN-Diagramm von Hs(s).

Abbildung 5: Pol-/Nullstellendiagramme kontinuierlicher Systeme.

(9) Was muss erfiillt sein, damit ein System reellwertig ist? Geben Sie fiir jedes System
aus Abbildung 5 mit einer kurzen Begriindung an, ob dieses reellwertig ist.
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

Damit ein System reellwertig ist, miissen alle Pol- und Nullstellen reell sein oder
als konjugiert komplexes Paar vorliegen.

o Hj(s) ist nicht reellwertig, da sp; komplexwertig ist und nicht als konjugiert
komplexes Paar vorliegt.

o Hy(s) ist reellwertig, da oben genannte Bedingung erfiillt ist.

o Hs(s) ist nicht reellwertig, da sowohl sq ;1 als auch s 1 komplexwertig sind und
nicht als konjugiert komplexes Paar vorliegen.

(h) Ergénzen Sie das/die nicht reellwertige/n System/e mit einer minimalen Anzahl an
Pol- und Nullstellen so, dass diese/s reellwertig wird/werden. Sie kénnen die Pol-
und Nullstellen in Abbildung 5 einzeichnen.

o [ Im{s} o [ Im{s} o [Im{s}
[ T 50,1 50,1 r S00,2
Soo,1 Y -1-) So0,1 1 +---Q) (O-1-+---X
| i Re{s} Seod T I Re{s} | r | Re{s}
: : - S S : : -
2 —:1 | 1 2 2 -1 | 1‘ 2 2 —:l | 1‘ 2
S00,2 >‘<7:17 @) so,2 -1 —7777®‘ ®, KN 77,,,>‘<
€ iR 50,2 50,2 1 Soo,1
-2 + -2 + 2 +

(a) PN-Diagramm von Hs(s).  (b) PN-Diagramm von Hy(s). (c) PN-Diagramm von Hs(s).

Abbildung 6: Pol-/Nullstellendiagramme kontinuierlicher, reellwertiger Systeme.

(1) Was muss erfiillt sein, damit ein kontinuierliches System stabil ist? Geben Sie fiir
jedes System aus Abbildung 5 mit einer kurzen Begriindung an, ob dieses stabil ist.
Beriicksichtigen Sie dabei die ergénzten Pol- und Nullstellen.

Ein kontinuierliches System ist stabil, wenn die Bedingungen Re{s;} < 0Vi und
Zahlergrad H(s) < Nennergrad H(s) erfullt sind.

o Hsj(s) ist stabil, da beide Bedingungen erfiillt sind.
o H,(s) ist nicht stabil, da der Zéhlergrad grofler als der Nennergrad ist.
o Hj(s) ist nicht stabil, da die Polstellen auf der rechten Halbebene liegen.

() Geben Sie die Ubertragungsfunktion des Systems Hz(s) in Polynomdarstellung an.
Beriicksichtigen Sie dabei mégliche erginzte Pol- und Nullstellen. Es gilt H3(1) = 2

'
(s — )5 +3)
Hs3(s)=C
Y ) (s—(1-9)
H3(5) =C 32 f;;l_i_ 9
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Aufgabe 3 (34 Punkte)

2, 4
Hyl)=C:=; =C=2
25242

H -
3(s) 242542
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Dies ist eine leere Seite.



