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Aufgabe 1 (32 Punkte)

Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 geldst werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal v(¢t) mit @ € RT = {a € R | a > 0} und
T e R":

a, sonst.

o(t) = {“(”Sm (%)), o<t<m,

(a) Skizzieren Sie das Signal v(t) im Bereich t € [—T, T] mit allen Achsenbeschriftungen.

3a
2a - =
z | |
a
0 | | |
-T _T 0 T T
2 2

Abbildung 1: Signalgraph von v(t) im Bereich t € [T, T].

Das zeitkontinuierliche Signal v(¢) im Bereich ¢ € [0, 7] soll nun T-periodisch fortgesetzt
werden, wodurch sich das zeitkontinuierliche Signal u(t) ergibt:

u(t) = a (1 + sin <2z7jt>> , VteR.

(b) Berechnen Sie explizit den trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten b; fiir das
Signal u(t).

Hinweis: Die trigonometrischen Fourier-Reihenkoeffizienten b, sind gegeben durch:
2 to+T

b, = =
1 Tt()

2
u(t) sin (u£t> dt.

Hinwesis: Folgender trigonometrischer Zusammenhang gilt:

sin?(z) = %[1 ~ cos(22)].
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

2 to+T ) 2T
b, = T ) u(t) sin (,uTt) dt

mit 4 = 1, ¢ = 0 und u(t) = a(1 +sin(25t)) folgt:

2 (T /27 (27
by = T/o a (1 + sin (Tt)> sin (Tt> dt
2a

T (27Tt>+/T _ 2<27rt) ”
= — Sin | — Sin o .
T Jo T 0 T

Mit dem trigonometrischem Zusammenhang sin®(z) = 1[1 — cos(2z)] und z = 2%t
folgt:
po_ 20 [ T <27rt)]T+ 1 HT 1 {T <4wt>r
= —||—=cos|—= = —— |—sin | —
T o T )]y 20, 214 T ),
——
=0 _T =0
2
_2a T
ST 2
= a.
(c) Bestimmen Sie den komplexen Fourier-Reihenkoeffizienten ¢ fiir das Signal u(t). (3P)

Welchen Signalanteil stellt dieser Koeffizient dar?

Ansatz 1: Gleichanteil ¢ = a von u(t) durch Koeffizientenvergleich bestimmen.
Ansatz 2: Explizite Berechnung von co:

Mit

folgt:

1 /T /27
co = T/o a<1+81n (Tt>>dt

a tT [T (27rt> T
= — — |z—cos | —
T o L7 7)1,
——
=T =0
T

= a.
Der komplexe Fourier-Reihenkoeffizient ¢q stellt den Gleichanteil des Signals dar.

(d) Geben Sie den Gleich- und Wechselanteil des Signals u(t) an. Zeigen Sie, welche (4 P)
Symmetrieeigenschaften die Signalanteile jeweils aufweisen.
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Aufgabe 1 (32 Punkte)

u(t) = Ugleich + uwechsel(t)
. (27
Ugleich = a, uwechsel(t) = a S ?t

Da Ugleich = Ugleich(t) = Ugleich(—t) gilt, weist der Gleichanteil von u(t) eine gerade
Symmetrie auf.
Da tUwechsel(t) = —Uwechsel(—t) gilt, weist der Wechselanteil von u(t) eine ungerade
Symmetrie auf.

Im Folgenden soll U(jw) nun das Spektrum des Signals u(t) darstellen.

(e) Welche Aussagen konnen Sie tiber die Symmetrieeigenschaften und die Reell- oder (3 P)
Komplexwertigkeit des Spektrums U (jw) treffen? Nutzen Sie zur Begriindung die
zuvor ermittelten Symmetrieeigenschaften des Signals u(t).

Der reelle Gleichanteil wgleich = @ mit gerader Symmetrie entspricht im Spektrum
einem reellen und geraden Spektralanteil

Ure,ge(t) O Ure ge(jw)-

Der reelle Wechselanteil wyechsel(t) = a sin (%’Tt) mit ungerader Symmetrie ent-
spricht im Spektrum einem imagindren und ungeraden Spektralanteil

Ure,un(t) o—e ] Uim,un(jw)-

Somit ergibt sich mit U(jw) ein hermit-symmetrisch komplexes Spektrum mit gera-
dem Realteil und ungeradem Imaginérteil.

U(jw) = Ure,ge(jw) +7 Uim,un(jw)

Signale und Systeme I 3



Aufgabe 1 (32 Punkte)

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 geldst werden.

Gegeben sei das Spektrum X (jw), welches in der folgenden Abbildung dargestellt ist:

3| s

N [ 1
0 l 1
—2wg —wg 0 wWo  2wp

w

Abbildung 2: Spektrum X (jw) des Signals x(t).

(f) Geben Sie explizit einen Ausdruck fiir die inverse Fourier-Transformierte z(¢) mit
allen vorkommenden Signalanteilen des Spektrums X (jw) an.

Hinweis: Fine explizite Berechnung der inversen Fourier-Transformation ist nicht
notwendig!

Niitzliche Korrespondenzen zur Bestimmung des Zeitsignals:

a1v1(t) + agva(t) o—e a1 Vi (jw) + axVa(jw)
cos (wot) o—=e 7 [dp (w + wp) + do (w — wo)]
et o—e 2760 (w — wp)

z(t) = 1+ cos (wot) + e 7" 4 cos (2wot)

3 1.
=1+ §€*Jw0t + iejw()t + cos (QWOt) .

(9) Markieren Sie in Threm zuvor bestimmten Ausdruck fiir das Signal z(t) jeweils die
reellen und komplexen Signalanteile.

- —Jjwot
x(t) = 1+ cos (wot) + cos (2wot) + ¢

komplex

reell

3 1 .
= 1+ cos (2wot) + 5e—J“’Ot - §eﬂw0t
| S ——

komplex

reell

(h) Mit welcher Frequenz w4 muss das Signal x(¢) mindestens abgetastet werden, um
das Abtasttheorem nicht zu verletzen? Welche Folge hat die Verletzung des Abtast-
theorems?

Signale und Systeme I 4

(6 P)

(2P)



Aufgabe 1 (32 Punkte)

Das Abtasttheorem besagt, dass ein Signal, bandbegrenzt durch eine maximale Fre-
quenz wp, dann exakt rekonstruierbar ist, wenn es mit der Abtastfrequenz wy ab-
getastet wurde:

wa > 2wpg.

Daraus folgt fiir die Abtastung von x(t):
wa > 2(2wp) = 4wy.

Bei einer Verletzung des Abtasttheorems kénnen unerwiinschte Signalkomponenten
(Aliasing) im diskretisierten Signal auftreten. Dadurch kann es zur Maskierung von
erwiinschten Signalkomponenten kommen, was zu einem Informationsverlust fiihrt
und das urspriingliche Zeitsignal z:(¢) nicht mehr vollstdndig aus dem diskretisierten
Signal x(n) rekonstruiert werden kann.

Signale und Systeme I 5



Aufgabe 2 (33 Punkte)

Aufgabe 2 (33 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Gegeben seien die diskreten Fourier-Transformierten der Folgen vy (n) und va(n):

2 s =0 1 s =0
i p=1 2-5 ,p=1

V = 9 V = :
1,4(p) 3 u=> 2,4(1) . =9
0 ,u=3 2+ ,p=3

(a) Skizzieren Sie den Betrag der diskreten Folgen Vi 4(x) und V3 4() mit allen Achsen-
beschriftungen fiir p € {—4,—-3,...,2,3}. Runden Sie auf zwei Nachkommastellen.

6 1 [Via(p)l 6 1 [Vaa(p)l

51 ? 5 ?

4+ 4

3T 3

2¢ 2

1+ 1
T A e O R | | v
4 -3 -2 -1, | 1 2 3 -4 -3 -2 -1 | 1 2 3

9 9

—3 -3

(b) Bestimmen Sie die diskrete Fourier-Transformation V; ps(x) der zyklischen Faltung
v.(n) =v1(n) ® va(n) fiir M =4 und p € {0,1,...,5}.

2 s =0
1+25 ,p=1
-15 , p=2
Venr(i) =9 5_3
2 , p=4
1+25 ,p=5

(c) Handelt es sich bei den Folgen v1(n) und va(n) um reelle Folgen? Begriinden Sie ihre
Antwort.

o Die Folge v1(n) ist nicht reell, da ihr Spektrum nicht hermite-symmetrisch mit
einem geraden Realteil und einen ungeraden Imaginérteil ist.
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

o Die Folge vy(n) ist reell, da ihr Spektrum hermite-symmetrisch mit einem ge-
raden Realteil und einen ungeraden Imaginérteil ist.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 3 geldst werden.

Gegeben sei die Impulsantwort ho(n):

ho(n) = a" [y-1(n) —~-1(n — N)]
eines zeitdiskreten Systems mit {a € R\0 | |a| < 1} und N € N.

(d) Berechnen Sie die zeitdiskrete Fourier-Transformation H(e/$!) der Folge ho(n).

o0

H('?) = Z ho(n)e 95

n=—oo

N-1
— Z ane—jﬂn

=3 (ae )"

n=0
1-— (ae‘jQ)N

1 —ae 9

I~
o

2

Va # 1

(e) Berechnen Sie das Betragsquadrat der Ubertragungsfunktion |H (e/)|2. Fiir die Pa-

rameter gilt ab jetzt a = % und N = 4. Vereinfachen Sie das Ergebnis soweit, dass

im Zahler und Nenner Kosinus- bzw. Sinus-Terme stehen.

Hinweis: Es gilt folgender Zusammenhang;:

|22 =2-2",Vz2€C

_ 1 1,50\ ?
‘H(em)’2 R _( ;ejsz>
(G (-G
1 — Le—i 1 — Le—39
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Aufgabe 2 (33 Punkte)

_ 2T — 1 cos(49)

5 — cos()

(f) Welche Art von Filter produziert diese Impulsantwort? Begriinden Sie Ihre Antwort! (2 P)
Es handelt sich um ein Tiefpassfilter. |H(ej0)]2 = 225/64, |H(ej7’)|2 = 25/64

Teil 3 Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 2 und 3 geldst werden.

(9) Fiir die zyklische Faltung zweier Spektren Xps(u) und Yas(u) und deren diskreten (6 P)
Folgen z(n) und y(n), gilt IDFT{; (X (1) ® Yar(p))} = z(n) - y(n). Weisen sie die-
sen Zusammenhang nach, indem sie die IDFT{- (X () ® Yas (1))} berechnen und
vereinfachen. Die Spektren X/ (x) und Yas(p) seien M periodisch. Daher vereinfacht
sich die zyklische Faltung der Spektren zu:

M-1
Xnr(p) ® Yar(p ZXM War(p — m)modnr =y, Xar(m)Yas(pn —m)

m=0

Nutzen Sie diese Tatsache bei ihren Vereinfachungen aus.

IDFTM{%(XM( )@ Yar(u e Z (Xar(p) ® Yag(p))e?>™ 3

n=0
M—-1M-1

M2 S 3 Xu(m)Yar(p—m)e>
©n=0 m=0

1 M—-1 M—-1

= p 2 Xarlm) X Vasu— e
m=0 n=0

1 M—-1 N

= 3z 2= Xar(m)My(n)e* s
m=0

M-—1
= 37 m) 3 Xaa(m)e*T3E
— o) -y(n)
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

Aufgabe 3 (35 Punkte)

Teil 1  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 2 und 3 geldst werden.

Gegeben sei die Sprungantwort
h_i(t) =te*"5_y(t)
des Systems mit der Ubertragungsfunktion H (s).

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) des Systems.

Der Zusammenhang zwischen Laplace-Transformierter und Sprungantwort lautet:
H(s) = s L{h-1(1)}

Mit der Korrespondenz aus der Formelsammlung

1

(s — 300)2

fiir Re{s} > Re{ss} ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu:

tefelt§_1(t) o—e

H(s) = (5—804)2 mit Re{s} > Re{a}

(b) Fir welche Werte von « ist das angegebene System stabil? Begriinden Sie IThre
Antwort.

Das System weist eine doppelte Polstelle bei s, 12 = a auf. Damit das System
stabil ist, muss also gelten:

Re{sx} <0
Re{a} <0

(c) Fir welche Werte von « ist das angegebene System reellwertig? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Damit das System reellwertig ist, muss auch « reellwertig sein. Andernfalls héitte das
System Polstellen, die nicht komplex konjugiert zueinander sind, und wére damit
nicht mehr reellwertig.

Im Folgenden gilt o = —1.

(d) Zeichnen Sie das zugehorige Pol-/Nullstellendiagramm.

Das System besitzt eine Nullstelle bei sg1 = 0 und zwei Polstellen bei s, 1/ = —1.
Darauf ergibt sich folgendes Pol-/Nullstellendiagramm:

Signale und Systeme I 9
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

A
. Im{s}
Soo,1/2 5 50,1
% ¥ % + % —
_1 1 Re{s}

-1 4+

Abbildung 3: PN-Diagramm des Systems H(s).

(e) Bestimmen Sie das Konvergenzgebiet der Ubertragungsfunktion und begriinden Sie
Ihre Antwort. Kennzeichnen Sie das Konvergenzgebiet zusétzlich in dem Pol-/Null-
stellendiagramm aus Aufgabenteil (d).

Fiir das Konvergenzgebiet ergibt sich Re{s} > Re{s}. D.h. in diesem Fall Re{s} >
—1.

(f) Ist das angegebene System minimalphasig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Das System besitzt eine Nullstelle bei sg; = 0. Fiir Minimalphasigkeit muss gelten:
Re{spi} < 0Vi. Diese Bedingung ist hier erfiillt, d.h. das System ist minimalphasig.

Teil 2  Dieser Aufgabenteil kann unabhdingig von Teil 1 und 8 geldst werden.

Das System Sa{-} ist entsprechend der Gleichung
y(n) = |v(n = N)|
mit y(n) = S2{v(n)} definiert. Dabei gilt v(n) € RVn und N € Z.
(9) Uberpriifen Sie das System Sy{-} auf
o Linearitét
o Kausalitét
e Verschiebungsinvarianz und
o Stabilitat.

Begriinden Sie hierbei jeweils Thre Antwort!

o Linearitit: Ein System ist linear, wenn der Uberlagerungssatz gilt:

S{ Z alvl(n)} = Z a; S{vi(n)}.

l=—00 l=—00
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

Mit der Annahme v(n) = ajvi(n) + agve(n) gilt fiir das System Sof{-}:

y(n) = Sa{v(n)} = |avi(n — N) + agua(n — N)|
# ap lvi(n — N)| + ag|vae(n — N)|.
= Das System ist somit nicht linear.

o Kausalitidt: Ein System ist kausal, wenn das Ausgangssignal y(n) nur von
vergangenen Werten des Eingangssignals v(n) abhéngt.
Bei dem angegebenen System Sy{-} héngt das Ausgangssignal zum Zeitpunkt
no
y(no) = [v(no — N))|

nur vom Eingangssignal zum Zeitpunkt ng — N ab.
= Das System ist kausal fir N > 0. Fiir N < 0 ist das System nicht kausal.

e Verschiebungsinvarianz: Ein System ist verschiebungsinvariant, wenn es in
der Reihenfolge mit einer Signalverschiebung vertauscht werden darf:

S{v(n - )} = y(n—r).
Auf ein verschobenes Signal reagiert das System mit
So{v(n —kK)} = |v(n — N — k)]
=yn—k).
= Das System ist somit verschiebungsinvariant.

o Stabilitédt: Ein System ist stabil, wenn es auf beschrankte Eingangssignale mit
beschrankten Ausgangssignalen reagiert:

Fiir jv(n)| < M; < oo, Vn muss gelten |y(n)| < My < oo, Vn.
Fiir den Betrag des Ausgangssignals des Systems So{-} gilt

ly(n)| = fo(n — N)|

= Das System ist stabil.

Teil 3  Dieser Aufgabenteil kann unabhdngig von Teil 1 und 2 geldst werden.
Gegeben seien die folgenden Pol-/Nullstellendiagramme sowie die Impulsantworten

(h) Ordnen Sie den Pol-/Nullstellendiagramme die zugehoérigen Impulsantworten zu und
begriinden Sie Thre Entscheidung!
Fiir die Zuordnung der Pol-/Nullstellendiagramme zu den Impulsantworten, miissen
die Polstellen der Ubertragungsfunktionen betrachtet werden.

o PN-Diagramm 1 und Impulsantwort b gehéren zusammen. Die Polstellen befin-
den sich auf dem Einheitskreis, d.h. das System ist grenzstabil. Dies kann man
auch an der Impulsantwort b sehen, die zwischen den Werten -1 und 1 pendelt.
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Aufgabe 3 (35 Punkte)

PN-Diagramm 1 PN-Diagramm 2 PN-Diagramm 3

Abbildung 4: PN-Diagramme diskreter Systeme.

Impulsantwort a Impulsantwort b Impulsantwort ¢

Abbildung 5: Impulsantworten diskreter Systeme.

¢ PN-Diagramm 2 und Impulsantwort a gehoren zusammen. Die Polstellen befin-
den sich aulerhalb des Einheitskreises. Das System ist dadurch nicht stabil. Die
Impulsantwort a schwingt sich auf, d.h. das zugehorige System ist nicht stabil.

e PN-Diagramm 3 und Impulsantwort ¢ gehéren zusammen. Die Polstellen befin-
den sich innerhalb des Einheitskreises und somit ist das System stabil. Auch die
Impulsantwort ¢ gehdrt zu einem stabilen System, da diese fiir grofiere Werte
von n abklingt.
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Dies ist eine leere Seite.



